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© يغطى جميع أساسيات المنهج 
© يحتوى على الكثير من المسائل المحلولة حلا كاملا 
© أفضل وسيلة دَقيَقَة وموجزة لمساعتة الطالب على 

التفوق والنجاح 


موير 
واخرون 
الدار الدولية للاسدثمارات الثقافية أل 2.2 
حمر 


5231113.771ع22آ 1 _مارا را/الالا 
منندى محلة الإبنسامة 


3.0010 لطح5ع] 5 . الالاثانانا 


ملخصات شوم إيزى 
تم بيع أكثر من 30 مليون نسخة من ملخصات شوم 


الحبر التسام 


منهج _دراسى مكثف 


. يحتوى على مسائل كاملة الخل فئ إكل موضوع‎ ٠ 
. أفكار متخصصة لفهم الجبر الجامقى‎ ٠ 
كل ما تحتاجه لاجتياز المنهج.‎ ٠ 


موراىر. شبيجل و روبرت!. موير 
اختصار 
جورج ج. هاديمينوس 
ترجمة 


أستاذ دكتور / محمد خلوصى إسماعيل 
مدير الكلية الفنية العسكرية (سابمًا) 


3.0 لطلوكذع]طأ. اانا 


حقوق النشر 
* الطبعة الانجليزية حقوق التأليف © 2000 دار ماكجروهيل للنشر . جميع الحقوق محفوظة 


ووطعع لذ ععء1ام 
إف 
اعععام5 .1 زو ]1 
* الطبعة العربية الأولى حقوق الطبع والنشر © 2001: جميع الحقرق محفوظة 


الدار الدولية للاستثمارات الثقافية 


8إبراهيم العرابى النزهة الجديدة ‏ مصر الجديدة ‏ القاهرة-ج . م.ع . 
ص . ب, 5599 هليوبوليس غرب/ القاهرة ‏ تليفرن, 2957655/2972344 فاكس : 2957655 (00202) 


لا يجوز نشر أى جزء من هذا الكتاب 
أو اختزان مادته بطريقة الاسترجاع أو نقله على أى وجه أو بأى طريقة سواء كانت اليكترونية أو ميكانيكية 
أو بالتصوير أو خلاف ذلك إلا بموافقة الناشر على هذا كتابة ومقدماً 


رقم الإيداع : 2001/14344 


1.5.8.11: 977-282-104-4 


3.261 للق 5 ع1 . /الالالالانا 


كتب أخرى فى 
سلسلة ملخصات شوم إيزى 


ملخص شوم إيرزى : 
ملخص شوم إيرزى : 
ملخص شوم إيزى : 
ملخص شوم إيزى : 
ملخص شوم إيزى : 


ملخص شوم إيرى : 


الفيزياء العامة 
التفاضل والتكامل 
الإحصاء 

البرمجة بلغة ++0) 
الكيمياء العضوية 


الكيمياء العامة 


.لطت »ع ]| . الالانانانا 


الفصل الأول 
الفصل الثانى 
الفصل الثالث 
الفصل الرايع 
الفصل الخامس 
الفصل السادس 


الفصل السايع 


اللمحتويات 


الأدوات الأساسية للجبر . 
المقادير الجبرية والعمليات . 
الدوال . 

المعادلات الخطية . 


المعادلات التربيعية . 


105 


المتواليات والمتسلسلات والاستنتاج الرياضى . 113 


والاحتمالات . 


قائمة المصطلحات (<1206) . 


: التباديل والتوافيق ونظرية ذات الحدين 121 


1355 


.لطت »ع ]| . الالانانانا 


فى هذا الفصل : 


العمليات الأساسية بالأعداد . 
”يه خواص الأرقام الحقيقية . 
”ين الأسس والقوى . 
كن اللوغاريتمات . 
4و الجدور . 
الأعداد المركية . 

٠‏ العمليات الأساسية بالأعداد 

5 11 210135:معم0) اد1أادع2122 0ن 1 


أربع عمليات بالأعداد 5ءطتصدكاة 7711 عدم نغهععم0 «ناهك]1 


الجمع 0 ,2؛,7,7 عند جمع العددين © و 6 فنشير إلى المجموع 6 + 4 
وعلى ذلك 3+2-5. 


الطرح «دهناء5:2نا5 عند طرح الرقم 5 من الرقم © فنشير إلى الفرق - 6 
4 وعلى ذلك 6-4-2 . 


-- 
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الضرب 11281102م14116 حاصل ضرب عددين > و 5 هو العدد © بحيث 
-05ه . نشير إلى عملية الضرب بعلامة <ا أو نقطة أو أقواس وعلى ذلك. 


5 -(5()3)- 3ه 53-5 
القسمة 21015108 عند قسمة الرقم ه على الرقم 6 فيكتب خارج 
القسمة م + © أو ع أو له حيث * المقسوم و 5 المقسوم عليه . يطلق 
تعبير الكسر على له وله بسط ه ومقام 6 : 
منظومة الأعداد الحقيقية 5ءطتصدكاة3 لدع1 01 دده )5ك 
تحتوى منظومة الأعداد الحقيقية على الآتى 
٠‏ الأعداد الطبيعية 21111155 [113101:2 .2,3,4 1 ونستخدم كوي 
العد وتعرف أيضًا بالأعداد الصحيحة الموجية . إذا جمع أو ضرب 
اثنين من هذه الأعداد فتكون النتيجة دائمًا عددا طبيعيًا . 
٠‏ الأعداد الكسر ية الموجبة 5ع 52ندام 21هه240 20514176 أو الكسور 


الموجبة وهى خارج قسمة عددين صحيحين موجبين مثل 2/3 أو 8/5 
أو 121/17 . نشتمل الأعداد الكسرية الموجبة على مجموعة الأعداد 


٠‏ الأعداد الغير كسر ية الموجبة كتدءطتصنته لمسه اهز 076زو20 ومى 
الأعداد الغير كسرية أى التى لا يمكن كتابتها كخارج قسمة عددين 
صحيحين مثل 2ل أو # 3 

« الصفر 250 وبكتب 0 وأضيف لمنظومة الأعداد لتسمح بعمليات مقئل 
6-6 أو 10 - 10 . للصفر خاصية أنه إذا ضرب أى عدد فى صفر أصبح 

هم - 
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الناتج صفرا . قسمة الصفر على أى عدد ليس صفرًا يكون الناتج صفرًا . 
٠»‏ الأعداد الصحيحة السالبة 5رععع)2 1 096)وعء/7 والأعداد الكسرية السالبة 
5 22102121 24176عع716 والأعذداد الغير كسرية السالبة 
5 تنا لأهطه )52 ذؤ ء7لزوعء71 مثل 3- و 2/3- و 2له أزي يد بها 
منظومة الأعداد لتسمح بعمليات مثل 2-8 أو 5-2 و 2-22 . 


التمثيل البيانى للأرقام الحقيقية 

15 لوع]1 01 تامتاأمادعوعءممع؟1 لمعتنطامة) 
من المفيد عادة تمثيل الأرقام الحقيقية كنقط على خط . لإجراء ذلك 
نختار نقطة على الخط لتمثيل الرقم الحقيقى صفر ونطلق على هذه 
النقطة نقطة الأصل . تتصل الأعداد الصحيحة الموجبة 1+ و 2+ و 3+ 
و..... بالنقط على الخط على بعد 1+ و 2+ و 3+ و.... من 
الوحدات على الترتيب يمين نقطة الأصل ( انظر شكل 1-1 ) فى حين 
أن الأعداد الصحيحة السالبة 1- و 2- و 3- و . . . . تتصل بالنقط 
على الخط على بعد 1 و 2 و 3 و .. . . . من الوحدات على الترتيب 
على يسار نقطة الأصل . 


-5 4 -3 -2 5 -[ 0 © اء+‎ +42 + +4 +5 
١ 
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يمثل العدد الكسرى 2 على هذا التدريج بالنقطة 82 فى منتصف 
المسافة من 0 و 1+ . يمثل العدد السالب 3/2- أو 1- بالنقطة 8 وتبعد 


14 وحدة على يسار نقطة الأصل . 


فئات الأعداد الحقيقية 5عءطدصسدا1 لدعغ1 01 ماء5 
يمكن التعبير عن منظومة الأعداد الحقيقية بدلالة الفئات . الفئة 


« لها محتوى نتيجة لعملية ما إذا كانت نتيجة إجراء هذه العملية بين 
عنصرين من الفئة تكون أيضًا عنصرًا للففة . فتغلق الفئة ا نتيجة 
للعملية * إذا كان لأى من العناصر © و 5 فى المجموعة 72 النتيجة 
*ه نكون أيضًا عنصرًا فى المجموعة . 

« لها وحدة ننيجة لعملية إذا كان هناك عنصر فى الففة عند توفيقه 
مع أى عنصر من عناصر الفئة يترك هذا العنصر غير متغير . الفئة >ا 
لها وحدة لعملية * إذا كان هناك العنصر ر من الفئة خا بحيث 
© ع نه - ه*ر لكل العناصر © فى الفئة 2< . 

٠‏ لها انعكاس نتيجة لعملية ما إذا كان لكل عنصر من عناصر الفئة 
يكون هناك عنصر آخر من هذه الفئة بحيث أنه عند توفيق هذدين 
العنصرين باستخدام هذه العملية تكون النتيجة هى الوحدة للفعة 

لظ ١!‏ الك 


3.201 للق 5 ع1 . /الالالالانا 


نتيجة هذه العملية . إذا لم يكن للفئة وحدة نتيجة لعملية ما فلا 
يمكن أن يكون لها خاصية الانعكاس لهذه العملية. إذا كانت كا 
هى فئة لها الوحدة ز نتيجة لعملية فيكون لها انعكاس عندما يكون 
لكل عتصر © من الفئة ا عنصر آخر "© أيضا من الفئة * بحيث 
[- '4 * هو زرحه * 4 . 
٠«‏ يمكن أن يكون لها نتيجة لإجراء عملية ‏ خاصية الاتنحاد وخاصية 
الإبدال وإذا كان للفئة عمليتان فيمكن أن يكون للفئة خاصية التوزيع . 
٠‏ خواص الأرقام الحقيقية 5ه طتسداة لدءع1 01 معناسعموعط 
ه خاصية الإبدال للجمع :10 جاععم0م هنا سه , 
ترتيب جمع رقمين لا يؤثر على النتيجة وعلى ذلك 
8 -3+5- 5+3 ه+ط-<ط +2 
ه خاصية الاتحاد للجمع 110 105 امعم0م 45501203195 . يمكن 
تجميع حدود مجموع بأى طريقة بدون التأثير على النتيجة . 
ح + ط + د 2 + (ط + 0) 2 (ح + ط) + 2 
8 -1 +4 + 1-3 + (3+4)-4+1)+3 
ه خاصية الإبدال للضرب «هناهء نام لدجم «0؟ بوامعممعم علانا ها ناصصحده©) 
لا يؤثر نرنيب العوامل فى حاصل الضرب على النتيجة . 
٠2 0‏ 5- 285 2»* 2*6 
ه خاصية الاتحاد للضرب دمونهء نام انيم «ه0؟ بجاععممعم عالأوءووو4 
يمكن تجميع عوامل الضرب بأى طريقة وذلك لا ,يؤثر على النتيجة . 
2 -<6ه4ه3- 4(06ه 3) -(6ه 34 عطة 2 ع(36) 2 (عط)ة 


5 0 


3.201 للق 5 ع1 . /الالالالانا 


ه خاصية العو زيع للضر ب فى جمو ع 105 (ااعممسم علاط علط 
0 0762 ولخد 11م )اسم . حاصل ضرب العدد © فى مجموع 
العددين (© +5) يساوى مجموع حاصلى الضرب 5ه و 0ه . 

٠3 + 4٠ 2 - 0‏ 4--(2+ 4)3 ,ع3 + اه ع (ء + 5)ة 

مثال 1-1 : أى من الخواص صحيحة لأعداد العد والأعداد الكاملة 

والأعداد الصحيحة والأعداد الكسرية والأعداد الغير كسرية والأعداد 

الحقيقية عند إجراء عملية الجمع : 


01 ,5ق 1210115 28 1ا انام عط 10 عناعا ععة 5غ1ااعم20م طعتط/ا :1-1 علمسودم1 
15 ع7 220 ,211516615 [155310118 ,315ع135ئا2 [1261013 رقاعع12]6 ,121566125نا2 
7 01 622102م0 عط جع120ا 


1 | | ااضة , السحيعة. ضري أي اكصرية لضفي 


هناك بعض الخواص لفئات الأعداد والتى لا تعتمد على عملية ما 
لتكون صحيحة . ثلاث من هذه الخواص هى الترتيب والكنافة والتمام . 

يكون لفئة الأرقام ترتيب 08065 إذا كان هناك عنصران محددان من 
الفئة أحدهما أكبر من الآخر . 

يكون لفئة الأرقام كثافة «إإزوهءك إذا كان بين أى عنصرين من الفئة 

يكون لفئة الأرقام تمام 5 إذا كانت النقط التى 'تكون 
إحداثياتها عناصر المجموعة تملأ خطا أو مستوى . 

- 10 
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مثال 1-2 : أى من الخواص التالية صحيحة لأعداد العد والأعداد 
الكاملة والأعداد الصحيحة والأعداد الكسرية والأعداد غير الكسرية 
والأعداد الحقيقية . 


10 ,21011615 2)125نا0ء عغط) 101 علاما ع28 5عتاتعم20م طعتط 7‏ :1-2 علمسدوداآ 
57 1631 320 ,210111152655 [1522010112 ,211215615 ل210113] رؤاعم8 1212 رول 115ئار 


+ | اط | الاملة | السحيعة | اكصرية ضير امرية] لحقيقية 


نعم | نعم | نعم | نعم | نعم | نعم 
لا | لا ]| لا | نعم | نعم | نعم 
لا : لا لا لا : 


قواعد الإشارات عصدعذك5 04 دعلد+1 

« لجمع عددين لهما نفس الإشارة فاجمع قيمهم المطلقة واسبقها بالإشارة 
المشتركة . تعرف القيمة المطلقة لعدد حقيقية © بالمسافة بالوحدات 
من النقطة التى إحداثيها ه إلى نقطة الأصل وعلى ذلك . 
مثال 1-3 : 35+47 22 4-7 +(3) 


. لجمع عددين مختلفى الإشارة فأوجد الفرق بين ق المطلقة 
واسيقها بإشارة العدد ذى الأ كبر قيمة مطلقة . 


مثال 1-4 : 9-(8)+017 22م 202--4+(6) 


« لطرح العدد 6 من عدد آخر © غير العملية لتكون جمعًا مع تغيير 
إشارة 5 لتكون 8- . 
مثال 1-5 : 5 >7-)+12<-(7)-12 
3- - (4-) + 9 ح (4) - (9-) 


٠‏ لضرب (أو قسمة) عددين لهما نفس الإشارة اضرب (أو أقسم) قيمهم 
11 - 
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المطلقة واسبقها بإشارة الزائد (أو بدون إشارة) . 
مثال 1-6 : 5 > (5()3) م  )05(-3(215‏ م 2- 6/3 


لضرب (أو قسمة) عددين لهما إشارتين مختلفتين فاضرب (أو اقسم) 
قيمهم المطلق واسبقها بإشارة ناقص . 
مثال 1-7 : 18-(62-)(3) 2 18--(3(6) ,م 3--12/4- 


العمليات مع الكسور 1211025 ط)1؟7 72)1025ءعم0) 


يمكن إجراء العمليات مع الكسور بالقواعد التالية : 
عي 0 ضرب أو قسم بسطه ومقامه على 
نفس الرقم على ألا يكون هذا الرقم صفراً . 
مثال 1-8 : 3-3-2-5 5 3خ+دآا دل 


« جمع كسرين لهما مقام مشترك يؤدى إلى كسر بسطه مجموع بسطى 
الكسرين ومقامه هو المقام المشترك 5 
مثال 1-10 : 4 224 - 2+4 


« يمكن إيجاد مجموع أو الفرق بين كسرين لهما مقامين مختلفين 
بإعادة كتابة الكسرين مع مقام مشترك . 


مثال 1-1 ٠.‏ لظ 8 +2 5+ 
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ه حاصل ضرب كسرين يكون كسرًا بسطه حاصل ضرب البسطين 
للكسرين المعطيين ومقامه حاصل ضرب المقامين للكسرين المعطيين . 
مثال 1-2 : 422 35 .3.5 3 ا د لط نا 2 

3 5 3-5 15' 4 9 4-9 36 3 

٠«‏ يكون معكوس الكسر كسرًا بسطه مقام الكسر المعطى ومقامه بسط 
الكسر المعطى وعلى ذلك معكوس 3 (أى 3/1) هو 1/3 ومعكوس كل 
من 5/8 و 4/3- هما 8/5 و 3/4 (أو 3/4-) على الترتيب . 

. لقسمة كسرين اضرب الأول بمعكوس الثانى‎ ٠ 


5 . 2425225 2434 رعية 
مثال 1-13 : 6 12 3-4 5 3 5أعط معط ك4 6 


172:701:61:65 220 20775 الأسس والقوى‎ ٠ 


عند ضرب العدد » بنفسه « من المرات فيشار إلى حاصل الضرب 
٠» 1 »*»»‏ 2ه 4 (» من المرات) بالرمز ”© ويقال « القوة النونية له »أو 
« » للقوة ه » أو « 4 ل ه » . فى العدد ه يطلق على العدد © القاعدة 
وعلى العدد الصحيح الموجب ” الأس : 

مثال 1-14 


2 ح- 25 - 2 2٠2٠ 2.٠ 2٠‏ 
5- - (5-)(5-)(5-) > 5(3-) 
283 تعره ع ءكرء2 

“ثم ع ط ٠‏ طط 3٠١23٠23٠‏ 

“زط - 2) - (ط - 3)(٠ط‏ - 56()3 - 3) 


إذا كان كلا من م و + عددين صحيحين موجبين فتكون قوانين 
الأسس كما يلى : 
13 - 
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: 84+ - بوه 5ع )1( 
٠ 24 - 22+*4 - 22- 8‏ 23 


0 * 2 11 «-1/248 > 22-9 ج 0و/مج )2( 
2 - 1/36-4 - 34/36 ,33 35-22 - 35/32 


تج ى 25(9) )3( 
8 - 2042 46 00 6 


0 * 166 22/67 > «(الة) ,8ط مم - “(طق) 2 (4) 
٠ 5(2 - 42 ٠52, )5/2(3 - 23‏ 4) 


0 * 2 1 1/8 > 7ج 5( 


,4/2 - د 4:2 ,33527 - 1/33 ,1/16 - 1/24 - 24 
( + 1/)8 - زط + ج) 


٠‏ اللوغاريثمات عددط)ة ددع1.0 
إذا كان 2 -"*ط حيث 8 عدد موجب و (٠‏ عدد موجب يختلف عن 1 
فيكون لأس هو لوغاريتم 1( للأساس 0 ويكتب 11 يهه! 2< . 
مثال 1-15 : اكنب 3-9 باستخدام الترميز اللوغاريتمى . 

.0350 عتسطاأمدعه! عمأكب 9 32 عغلء ةا :1-15 عامسوورظ 
نظرًا لأن 32-9 فيكون 2 هو لوغاريتم 9 للأساس 3 أو 9 ,ه0٠1‏ -2 . 


مثال 1-16 : أوجد قيمة 8 رعه!ا . 
.8 108 211266 :1-16 عامسوودط 


8 هو العدد * بحيث يجب رفع القاعدة 2 لتكون 8 أو 8 - *2 
ويكون 3 -* وعلى ذلك 3 8 رهها . 

يكون كلا من ]38 -*6 و 2 يهه! -»« علاقتين متناظرتين . يطلق على 
27- *6 الصيغة الأسية وعلى 28 ,108 - * الصيغة اللوغاريتمية لهذه 
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العلاقة . وعلى ذلك تكون هناك قوانين لوغاريتمات مناظرة لقوانين 
الأسس . 
قوانين اللوغاريتمات كتصط)فدع0.آ 01 18275 
1 - لوغاريتم حاصل ضرب عددين موجبين 81 و 2 يساوى مجموع 
لوغاربتمى العددين أى 
1 مهه! + 84 ,108 > 8411 رعه! 
مثال 1-17 : عبر عن (3)5 ,عه! بدلالة لوغاريتمات أبسط . 
5 + 3 ص108 > (3)5 رعه! 
كط مقعه! ؟ه1مظتأة 01 1835ى6) ها (3)5 رع10 5وة1معاظ :1-17 عامسمدكا 
5 + 3 ,108 > (3)5 رهما 
11 - لوغاريتم خارج قسمة عددين موجبين 254 و 2 بساوى المرق بين 
لوغاريتمى العددين أى 
]3 م108 - 2 مع0ه1 > (8/1/1) ,عه! 
مثال 1-18 : عبر عن (17/24) ,ه10 بدلالة لوغاريتمات أبسط . 
4 ورىه! - 17 ورقه! > (17/24) وروها 


5 ألكقع 10 كعأصقط1ذ 01 كطع] هذا (17/24) ومرعه! ذوءرمعاظ :1-18 عامصسودط 
4 ورعه! - 17 مرعه! > (17/24) رمرعه! 


7 لوغاربتم القوة م للعدد 34 يساوى م مضرويًا فى لوغاريتم العدد أى 


1 يعه! م -11 108 
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5 3 - *5 بوه! 


و ر108 8١211001216‏ :1-19 عامسهوكا 


1*201 الجدور دلق‎ ٠ 


الجذر هو تعبير عن الشكل 92 والذى يشير إلى الجذر النونى الرئيسى 
للعدد ه . العدد الصحيح الموجب « هو دليل أو درجة الجذر . 
العدد ه هو المجذور . بحذف الدليل إذا كان 2 -ه . 


قوانين الجذور 15هء1201 045 1275 


1 
تجعل كتابة 25- #2 قوانين الجذور ممائلة لقوانين الأسس . فيما يلى 
القوانين المتكررة الاستخدام . 


ملاحظة : إذا كانت « زوجية فافترض ‏ و ٠‏ أكبر أو تساوى صفرًا . 


)1( ه-( 5/؟) 
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مثال 1-20 : #رج غير > 4(بر+ )2 ,6- 0/6(3) 
(2) 5/5 ه]:- مهلا 


مثال 1-21 : 
5بر/ة بدا 5بر2 بر /ة ,30/2 - 1/2 . 7/237 - 3: 1/27 - وولله 


(3) معط 1 


مثال 1-22 : 
1 جد _2+1(5/ة _ 1(3+ج)/3 د - ب 
7-77 26 ين 26-ي /و ‏ 2 ود 32 
(4) "(9/0)- كعهل/ة 
مثال 1-23 : 1 > 34 - 27(4/) - 27(4)/ 
(5) 98" - ه/ثة 
مثال 1-24 : 


066 عم ين 
تبسيط الجدور 12201215 عسذئ 1 امدسزك 
يمكن تغيير صيغة الجذر بالطرق التالية 
(1) استخراج القوى النونية الكاملة من المجذور . 
مثال 1-25 : 
4 - 4/ . 1/23 - (2/23)4 - 1732 
بمو ةير 2ر2 ح رود ةلا 6برشيرة /< ع (جريرة)(6برفير4)/ا - ابردبرق /ه 


7ت 
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(2) تخفيض دليل الجذر 
مثال 1-26 : 
8 - 1/33 - 232 - 26/4 - 7/26 - نولل 


حيث خفض دليل الجذر من 4 إلى 2 
, حير ع ذيرة للد ع 3(1/3يرة) ع 6ل3(2بر5) - 3(3ير5) ل - فرك ة لزه 
حيث خفض الدليل من 6 إلى 3 
لاحظ : 7716-2 - :4(2-)/1 
ومن الخطأ كتابة 4-/ة - 4(12-) - 4(24-) » 4(2-)/ 
(3) استخراج المقام فى المجذور من علاقة الجذر . 
مثال 1-27 : 


٠‏ الأعداد المركية 5تدء مسد ودع اصدره© 


العدد المركب هو تعبير بالصيغة فط +2 حيث ‏ و ط أعداد حقيقية و 
1-/ه-1 . فى الأعداد المركبة يطلق ه الجزء الحقيقى و 6 
الجزء التخيلى . 
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» يتساوى العددين المركبين نط + . ذل +ء إذا كان وفقط إذا كان 
0>هةّ او ل-ط. 

« يكون العدد المركب 61-0 + إذا كان وفقط إذا كان 2-0 و 0ح-0. 

« العدد المركب فك + ه يكون حقيقيًا إذا كان 0 - 4 . إذا كان 
3 -1ل+ء فيكون 3+ه و 4-0 . 

« العدد المرافق للعدد المركب 61+ هو 3-61 والعكس . وعلى ذلك 
يكون 31 - 5 و 31 + 5 مترافقين . 

التمثيل البيانى للأعداد المركبة 

5لا ثقننااأ عتع[مدنده) 01 «ممتاأمامعدع"درعغ1 لدعتطم 2 2) 

باستخدام محاور الإحداثيات المتعامدة يمثل العدد المركب ترز + » 

ويناظر النقطة ذات الإحداثيات (ا.*) . انظر شكل 1-2 . 

٠»‏ لتمثل العدد المركب 41+ 3 فقس مسافة 3 وحدات 70 ويمين 0 ثم 
4 وحدات مسافة لأعلى . 


« لتمثيل العدد 2+31- فقس 2 وحدة مسافة على امتداد 116 ولجهة 
اليسار من 0 ثم 4 وحدات باد مدر : 
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0 لتمثيل العدد 41 -1- فقس مسافة 1 وحدة على امتداد 7676 وليسار‎ ٠ 
. ثم 4 وحدات مسافة لأسفل‎ 

0 لتمثيل العدد 2-41 فقس مسافة 2 وحدة على امتداد 70 وليمين‎ ٠ 
. ثم 4 وحدات مسافة لأسفل‎ 


العمليات الجبرية مع الأعداد المركبة 
نوت اانا 5 2241025عم0) عتأونطعع1م 


ذ(ل + ط) + ( + 2) ع (زل + ع) + (زط + ج) 
61 + 8 > 2(1 + 4) + (3 + 5) ع (21 + 3) + (ذك + 5) 
2-31 - -(5 - 2) + (4 + 6 -) - (5[1 - 4) + (21 + 6 -) 


00 


آ(ل - ط) + (ه - 3) ع (ذل + ع) - (زلط + 3) 
51 + 2 - 3(12 + 2) + (5 - 3) ء: (31 - 5) - (21 + 3) 
-2(1 - 1) + (3 + 1 -) - (21 + 3 -) - (ز + 1 -) 


٠‏ لضرب عدديبن مر كيين فعامل الأعداد كذات الحد د بين العادية مع 
اسشدال 1--12 


ز(ءط + 20) + (0ط - عة) ع 2نلط + زعط + 301 + عه 2 رزل + ع)(زط + 3) 
41 - 16 - (1-)6 - زه - 10 ع 612 - [6 + 101 - 10 > (21 - 3102 + 5) 


٠‏ لقسمة عددين مركبين فاضرب كل من مقام وبسط الكسر بمرافق 
المقام مع استيدال 1--2: 


5 الع اكز عكر د نده) - 2+1 
25 25 25 9-7 نه+3]/ 3-41) 3-41 
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ا حواصل الضرب التى تؤول إجاباتها 
إلى الصيفة "7 + م . 


التحليل إلى عوامل . 
طرق التحليل إلى عوامل . 
القاسم المشترك الأعظم . 
المضاعف المشترك الأصغر . 


4و 
4و 
4و 
”ا الكسور الجبرية . 
4و 
4و 


الكسور المركية . 


0 07 
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٠‏ المقادير الجبرية 5دو5ندوء:دم:1 عنه:تطءع41 


المقدار الجبرى هو مجموعة من الأعداد العادية والحروف التى تمثل 
أعداد . 


مثال 2-1 : 2و2 ب+يوم5 تيرد ىق 5طله2 و 2 


نعبيرات جيرية . 
الحد ,يحتوى على حواصل صرب وخوارج قسمة لأعداد عادية وحروف 
نمثل الأعداد . 

أحادى الحد هو مقدار جبرى يحتوى على حد واحد فقط وكفسير 
الحدود يحتوى على أكثر من حد واحد . بتعبير أدق ثنائى الحسد أو 
ذات الحدين تحتوى على حدين وثلاثى الحدود يحتوى ثلائة حدود . 


مثال 2-2 : 
رتيرك , “وير أحاديات الحد 
بوه +2 , ”بوه 30 ثنائيات الحدود أو ذوات الحدين 


2+ مر -2ب3 , 2327 - بور - 3 ثلا ئيات الحدود 


6 52/9 + :7 , بإ6 + ع7 كثيرات الحدود 


الحدون كدنع 1' 
يقال لأحد عوامل الحد معامل باقى الحد وعلى ذلك فى الحد 502 
يكون 5 هو معامل بز و 52 هو معامل "ا و 5 معامل ثلث« . 
واحد فعلى ذلك برثي 2 + بذثير 4 - 75 بمكن تجميعهم وكتابتهم كيرد . 
22 - 
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يكون الحد صحيحا أو كسريًا فى بعض الحروف (الحروف الممثلة 
لأعداد) إذا احتوى الحد على : 
» قوى صحيحة وموجبة للمتغيرات مضروية فى عوامل لا تحتوى متغيرات. 
أو 
« لا توجد متغيرات تمامًا . 
مثال 2-3 : الحدود تنترم , “يرك , يرك , ترثع قله 
هى صحيحة أو كسرية فى المتغيرات الموجودة , إلا أن «30 ليست 
كسرية فى * و */4 ليست صحيحة فى » : 
كثيرة الحدود هى أحادية الحد أو متعددة الحدود يكون فيها كل حد 
مثال 2-4 : 2 + رثمر - ترؤذير3 , ع + بوره , 2 ب+ير5 - 2 3 + ث7 - ث2 , 
3 كلهم كثيرة الحدود . 
فى حين »4 - 32 , 3+ ريه لا يكونان كثيرات الحدود . 
الدرجة عع«مء10 
درجة أحادى الحد هو مجموع كل الأسس للمتغيرات فى الحد . على 
ذلك درجة ث4 هى 3+2+1-6 . درجة الثابت مثل 6 أو 0 أو 56 
أو # هى صفر 0 
درجة كثيرة الحدود هى نفسها درجة الحد ذى أكبر درجة ومعامله 
ليس صفرا . على ذلك 22379 + 4,5 - 7:02 له حدود درجتها 5 , 2,6 4 


- 23 - 
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الحسابات مع المقادير الجبرية 
5 21231ع5 الث 11غ1؟7 111241011م0123) 


00 عمل 4 جمع المقادير الجبرية بتجميع الحدود المتماثئلة . 
لتحقيق هذا الجمع فترتب المقادير فى صفوف تكون فيها الحدود 
المتماثلة فى نفس العمود ثم تجمع هذه الأعمدة . 


مثال 2-5 . اجمع بورك - 32 +ع 4 6 + “و2 - 3 و بوم - يرك - نإ«2 8 


اكتب 
4 - ِ3 7 
7# 3 3 
27 63 5 
ا لجمع 51 در 5 


فتكون النتيجة : 5 + "5 - »5 


طرح مقدارين جبريين بتحقق بتغير إشارة كل حد فى المقدار الذى 
سيتم طرحه (فى بعض الأحوال يسمى المطروح) وجمع الناتج إلى 
التعبير الآخر (ويطلق عليه المطروح منه) . 
مثال 2-6 : اطرح تررك + بروة - 22 من “بر 3 - بر 1022-2 . 
اكتب 
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12- بو2- ‏ 10:2 
2 3+ 282 
الطر 2 2 لإا+ 82 
وعلى ذلك تكون النتيجة : برق - بوسر + 2ق 
يتحقق ضرب المقادير الجبرية بضرب الحدود فى عوامل المقدار . 


(1) لضرب اثنان أو أكثر من أحاديات الحدود استخدم قانون الأسس 
وقاعدة الإشارات وخواص الإيدال والانحاد للضرب 1 


مثال 2-7 : اضرب بثرث3ة- , برثع2 , تثرس4 
« اكتب : (زثزة3-) (رث2) (تبثرعر4) 
٠‏ رتب حسب قوانين الإبدال والاتحاد 
(22)22)) دكب (و(ت) )2740 )) 4 -)37)22-)) 
٠‏ جمع باستخدام قاعدة الإشارات وقوانين الأسس لنحصل على "2472 
(2) لضرب كثيرة الحدود بأحادية الحد : اضرب كل حد من كثيرة 
الحدود بأحادى الحد وجمع النتائج . 
مثال 2-8 : أضرب 29 + 42 - 3 مع ثنث»« 5 
٠‏ اكتب 262 + تير4 - بو.:3) 
هاضرب كل حد 
(20) (ثرت 5) ع (تره كخر كت لأ (روة) ثلث 5) 


٠.‏ تكون النتيجة : و10 + ردير 0 - ر1 


258 
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)3 لضرب كثيرة الحدود بكثيرة حدود . اضرب كل حد من أعمق 
كثيرات الحدود فى كل حد من كثيرة الحدود اللأخرى وجمع 
النتائج . (عادة ما يكون فقيد] جد ترئنيب كثيرات الحدود حسب 
لقو ساعد أو التنازلية لأحد الحروف المشتملة) : 

مثال 2-9 : اضرب 2+ 3+9 فى «-3 


« رتب حسب القوى التنازلية ل » 


(م) 9 + 2-3 
4-3 
اضرب (ه) فى <- ع9 - 2ر3 + تر 
اضرب (4) فى 3+ 7 + 32-9 
بالجمع 7 + »18 - 2ر6 + تير 


(4) لقسمة أحادى الحد على أحادى الحد : أوجد خارج قسمة 
المعادلات العددية وأوجد خارج قسمة المتغيرات ثم اضرب 
خوارج القسمة هذه ٠‏ 


مثال 2-10 : اقسم 240722 على كذ 
م 
0 3-] ##لتيرة- 
1 


تا[ جك لعالة-)- 


2ر8 _ 
ا 
(5) لقسمة كثيرة الحدود على كثيرة الحدود : 
26 - 
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(أ) رتب حدود كلا كثيرات الحدود حسب قوى أحد المتغيرات 
التنازلية (التصاعدية) لكلا المقدارين . 

( ب) اقسم الحد الأول فى المقسوم على الحد الأول فى المقسوم 
عليه . هذا يعطى الحد الأول من خارج القسمة . 

(ج ) اضرب الحد الأول من خارج القسمة فى المقسوم عليه واطرح 
من المقسوم لتحصل على مقسوم جديد . 

(د ) استخدم المقسوم الجديد الذى نحصل عليه من (ج) لإعادة 
الخطوات (ب) و (ج) حتى نحصل على باقى تكون درجته 
اقل من درجة المقسوم عليه أو نحصل على صفر . 


(ه ) نكتب النتيجة 
ادكه لك ت خارج القسمة +4 ا 5 
المقسوم عليه َّ المقسوم المقسوم عليه 
6 + )مع ونان - 1110114 
01171501 0111501 


مثال 2-11 : اقسم 2 - + »3 »2 +2« على 2 +32 -*» 
ورنب العمل كما يلى 


6+ م3 + 22 
2 سجر بير ب تبرخ - 202:4 + بر3 - تير 
تبر4 + ذيرم - 2:4 
2 سير +تيرةق- م3 000 
رم + 2برو - 3ر3 
2 -بردة - شيرم6 


٠‏ حواصل ضرب خاصة 5اء001ط© اوأععم5 
فيما يلى بعض حواصل الضرب التى تحدث كثيرًا فى الرياضيات 


تت 9ت 
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إثبات هذه النتائج بإجراء عمليات الضرب . 


1 حاصل ضرب أحادية الحد مع ذات الحدين 
11202121 2 2220 2720110113121 2 01 1001121 
0ه + عه - (ل + )2 
مثال 2-12 : أوجد حاصل الضرب (39 +«3)2 
باستخدام 1 مع «3 -2 و «2 ده و 4-3 . 
9 + 622 > (و3:()3) + (32()2:0) - 310 + «3)2 يزه 
1- حاصل ضرب امجموع والفرق لحدين 
15 © 1590 01 611©6:-01111 412 2210 511111 12 01 1-0011 
© - ث - (ل -ع)(5 + 3) 
مثال 2-13 : أوجد حاصل الضرب (38 - 370022 +«2) . 
ياستخدام 11[ مع «2 -<-3 و 3889 -6 
2و - 322 - 2(و3) - 20(2) - (ا3 - 33002 + 2) 
1 مربع ذات الحدين [2تستصمسطط 2 01 ع27نان5 
“6 + 2060 + ”هخ - 2( + ج) 
*6 + 36 2 - 82 - 2 (6 - 8) 
مثال 2-14 : أوجد حواصل الضرب (1) “50 +*3) , 
(2) “مو - 02 
)010 باستخدام 111 مع «3 2ج و بر5ع-ط 
7ر25 + :30 + 92 - 2(بر5) + (/و2)3<()5 + 302) - “(لز5 + 3) 
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)2( باستخدام 111 مع *«7-<2 و 2 -0 
#وير4 + بوثيرع2 - “يرو4 - 2(بن:2) + (2)722)2:07 - 722(7) ح ة (بو2 - 72) 
137 حاصل ضرب اثنين من ذات الحدين 
115 110 2 01 100111 


طه+ <(ط + 8) + 2ير - (6 + 2()2 + ع) 
5 + بر(عط + لج) + #يرمج - (ل + عرن)(ط + يرج) 


ل6 + 20 + ع6 + ع3 ع (0 + ع)زط + 2) 
مثال 2-15 : أوجد حاصل ضرب (1) (3()8+5 +») 
(2) (29 - »«4)زر + عد) 
(1) باستخدام لال مع 8-3 و 0-5 
5 + 82 + © - (3()5) +(5 + 3) + 2كر - (5 +3()2 + ») 
(2) باستخدام لال مع «2-3 و لاعط و +4ده و 0-2 
(/ا2-)(/9) + (/م2-)(3) + (4)() + (30)3) - (ا2 - 4)زا + 3) 
2 - بير 1282-2 - 
77 مكعب ذات الحدين [18مصاط 2 02 عطن©) 
3م + 362 + 3325 + تع ع 5(7 +عق) 
“م + *6ة3 + 25هة3 - ثح ع "زط -3) 
مثال 2-16 : أوجد حواصل الضرب (1) 2007 +») 
(2) ”د - بو2) 
(1) باستخدام 7 مع *«<ة و 5-29 
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7(ج2) + 2(بو3)00)2 + (و3)0(2)2 + ذير 2 3(و2 + ع») 


تبرق + 2ر12 + بوثيرم + لير- 
(2) باستخدام لا مع 2 -ه و 5عم 
*(5) - *(3)2005 + (30(*)5 - “(290) - (5 - ا2) 
5 - 150 + 602 - تبرق - 
1 مربع ثلاثية الحدود 12012121 2 01 ع1دندان5 
26 + 206 + 206 + 2 + 52 + 2ج ع 2 + 5 + ج) 
مثال 2-17 : أوجد حاصل الضرب 2(2 + ئز3 + «2) 
باستخدام 1 مع 3-2 و 6-38 و 2ده 


(2)2()2 + (2)22(0)2 + (:9و2)2:00)2 + 2 (2) 2 (برة) + 20(2) - 2( + نو3 + «2) 


2 + لإير4 + بب12 + 2ج + 2بوو + 2ير4 - 


٠‏ حواصل الضرب التى تؤول إجاباتها إلى الصيفة "0+ "م 
"ع "2ه مععده"1 عط 01 كع تكصة عستللاعتل؟ ماعن لمومط 
يمكن التحقيق بإجراء الضرب أن 


53 - توع 2ط + مج + 5()42 - ) 

4 - هج ع (3ط + 2مج + 25ج + 5()43 - ) 

65 - كج ع (54 + تمج + 262ج + اتج + 4ج)(5 - 2) 

كم - 6ج ج (ثط + فطج + 263ج + 2352 + طفق + كق)(ط - 3) 


ومنها تتضح القاعدة . يمكن تلخيص ذلك بال نى . 


7711 ع خط عود (اعقط د 2قطو ب ... + #طتمج + 25*قج + 1-قق)(ط - 8) 


حبث 7 عدد صحيح موجب (....,1,2,3,4) 
-30- 
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مثال 2-18 : أوجد حاصل الضرب 477 + نم2 + 290022 - ») 
باستخدام 11لا مع «-ة و 5-2 
تبرج ثير ع 3(ر2) - تبرج بيه + و2 + 200022 - ع 
وبالمثل يمكن إثبات أن 
3م + تج ع (2ط + مح - 6()82 + 3) 
كط + كع جع (54 + تمع - 262ج + واتج - فق)(ط + ج) 
ل + 37 - (65ط + كج 24ج + تاتج - #مثج + كج - 0()36 + 3) 
ومنها تنضح القاعدة . يمكن تلخيص ذلك بالآتى : 
7111 2 عل بعت ح (اعط + 2خطع .  ...‏ توتعع + مقع - أ“كق)(ط + ج) 
حيث 2 هو أى عدد صحيح موجب مفرد (.....,1,2,3,4) . 
مثال 2-19 : أوجد حاصل الضرب «4 + ب2:0 - 200252 + بر.) 
باستخدام 7/111 مع بز« ده و 0-2 


8 + تيوتير - 6 + وم - (4 + 29 - 21 + بق 


٠‏ التحليل إلى عوامل ع128:ماء1'2 


تش ١‏ عوامل مقدار جبرى معي على آاثنين أو أكثر من المقادير 
الجبرية والتى إذا ضربت معا ينتج عنها المقدار المعين . 


مثال 2-20 : حلل كل من المقادير الجبرية 
(1أ) 62-غ1(2-*»)-6م +ع -# 
(ب) (8 + >): - 8 + 2 
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(ج ) (5()22+1 -<3) - 5 -72 - تيرم 

( د ) 2907 - »«)(نره + ع) - تبرق - و2 + 

يقال أن كثير الحدود ادنتدمه:زامم قد حلل مانا عندما يعير عنه 

كحاصل ضرب عوامله الأولية . 

« عند التحليل سنس مح بالتغييرات الهامشية فى الإشارة . على ذلك يمكن 
أن تحلل 6+»2-7« إلى أى من (6 -1()2 -2) أو («-0)6 -1) . 

« يقال على كثيرة الحدود أولية إذا لم يكن لها عوامل غير موجبها 
أو سالبها أو 1+ . 

« فى بعض الأحيان يمكننا تحليل كثيرات الحدود ذات المعاملات الكسرية 
مثلا (3/2 -3/2()2 + ») - (9/4 - 22) . 

» فى بعض الأحيان يمكننا تحليل مقدار على فئة معينة من الأعداد فمثلاً 
(2/ه-»)(2/ + »)2 -2») حللت على فئة من الأعداد الحقيقية 
ولكنها نعتبر أولية على ففة من الأعداد الكسرية . مالم تحدد ففة 
الأعداد المستخدمة لمعاملات العوامل فنفترض فئة الأعداد الصحيحة . 

ه طرق التحليل إلى عوامل د5ع1نتلءع2:0 1122600ماء1"2 

فيما يلى طرقا تكون مفيدة جدًا للتحليل 

( 1 ) العامل أحادى الحد المشترك 01)ء12؟ [220201212 تتممصصره©) 

من نوع (0 + »)2 > 80 + ع2 


مثال 2-21 : 
(« - :و2203 ع 23 - و62 (2) 
(3 + نو - 282)ن ع ث3 + بور - بو3ج2 (0) 


عت 
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( ب ) الفرق بين مريعين 5011215 70 01 ععدء 12111 


من نوع -5()8 + 8) ع 52 - 2ه 


مثال 2-22 : 
(5 -*)(5 + <*) 52 - 2يبرع 25 - 2 (2) 
5 > ط ,؟ ع ع عععط؟ 
(/ا3 - 319/002 + «2) > 39(2) - 2«(2) ح *برو9 - 2ير4 (0) 
/إ3 > 22,5 > ج عتعط؟ 


(ج) مربع كامل ثلاثى الحدود 15[دنمدمصةت) ععدنايد اأعء2مءم 


2( + ع) - 52 + 5و2 + لو 
00 1 و) 22 2 
من نوع (ط - ه) ع “6 + ط28 - 22 


مثال 2-23 : 
27 + ,) - 9 + ع6 + 2 (2) 
+290 - 3) ع 2بر4 + و12 - 2ير9 (() 


( د ) ثلاثيات الحدود الأخرى 5[دنتدمصه) ععط)© 
(ط6 + <)(ة + ) > طه + 2ا(ط + 8) + 2ير 


من نوع (0 + ء<ء)(ط + 2ه) ع لط + ب«رعط + 0ه) + نبرمع 


مثال 2-24 : 
(1 -<)(4 -<) +4 +عم 5‏ 2 (ج) 
1- - ط,4- - خ معط 
((/ه4 + غ0(ل39 - <«) ع 1292 - بإعر + 2 (ط) 
لاه > ط ,بإ3- ح ج عععطد 
(< - 5002 - 4) ع 2يرك5 + 14 - 8 ) 


(ه ) مجموع والفرق يبن مكقيبين دءطنكء 070 01 011116066 ,رتتناك 


(52 + طه - 5()82 + ه) ع 563 + ذو 
من نوع 52 + طه + 2()82 -و) - 53 - ذع 
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مثال 2-25 : 
303) + 2(3) > 3و27 + تيرق (3) 
[39(2) + (ا2:0)3) - 3[(]0)2002 + «2) ع 
(992 + بوء6 - 39)042 + «2) ع 
13 -203) > 1 - 93و83 (5) 
(1 + م2 + 1()41:2:2 - و2) ع 


( و ) تجميع الحدود 5م:ىء) 04 عسأمند20) 


من نوع (5 + 0)8 + (ط + 8)»© 2 5٠4‏ + 0ه + ع + 92 
(0 + ع)(ط + ه) ع 
مثال 2-26 : 
(20 - 4)لز + (26 - )22 ح لإ2 - بإ + غاط4 - )2312 
+ 26()2 - 8) - 
( ز ) عوامل "م + "وه "طخ "د ]0 5زمئاعة"1 


مثال 2-27 : 
5] + 22(5) ع 1 + 32:5 (2) 
[1 +2 - 22) + 2(3) - 1(])2:2(4 + 2) - 
[1 +2 - 2 يرك + تيرق - 1(]164 + «2) ع 
(1 +« + 2ير + تير + 4ير + تير + 6ير)(1 - ) - 1 - 7 (5) 


( ح ) جمع وطرح حدود مناسبة 


كقتططء) عاطهاتتاد 01 2)102:)طتناد 320 430016102 
مثال 2-28 : حلل + + 2» 
بجمع وطرح 4:27 (ضعف حاصل مربع جذرى *« و 4 التربيعيين) نجد 
22) - *(2 + 2) ع 2ير4 - (4 + يرك + 4 ع 4 + فر 
272) - 2(2 + 2ع) ع 


(20 - 2 + 202 + 2 + 2:) ع 
(2 +2 -2()2+ ع2 + 2ع) ع 
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1. تجميعات مختلفة من الطرق السابقة 
5 017101155 01 201211121210135 1220135اع1115 
مثال 2-29 : 
(ث/ا - بتي - (3لإمر - 4ي) اح #بواج بوتعر- تبوور- فير 
,982 5 6 2 (ذو 5 16 - 
(/ا - 2(0يا + برع + 062( - ) > (8 - 23006 - تيع - 
2+ برع + 702082 - »)ا ع 


٠‏ القاسم المشترك الأعظم 1'"20)01 001221102) أوع)2ع01 


القاسم المشترك الأعظم (17©©) لاثنين أو أكثر من كثيرات الحدود هو 
كثير حدود ذو أكبر درجة وأكبر معاملات عددية (تغير الإشارات 
الهامشية لا تدخل هنا) الذى يكون عاملا لكل كثيرات الحدود المعطاة. 
لإإيجاد القاسم المشترك الأعظم لعدد من كثيرات الحدود . 
« اكتب كل كثيرة حدود كحاصل ضرب لعوامله الأولية . 
٠‏ يكون القاسم المشترك الأعظم هو حاصل الضرب الذى نحصل عليه 

بأخذ كل حد لأقل أس والذى حدث فى كل كثير حدود 1 
مثال 2-30 : أوجد القاسم المشترك الأعظم لكل من 
“2 + ,)”زر - 23330 ا “2 + )ةزر - 22330 او (2 + ع) 7( - »320 
يكون القاسم المشترك الأعظم للثلاث كثيرات حدود هو: 

)2 + 0( - 320 
٠‏ المضاعف المشترك الأصفر 1م11 02تصد00) أكعدء.1 
المضاعف المشترك الأصغر (1,©31) لاثنين أو أكثر من كثيرات الحدود 
35 - 
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هو كثير حدود ذو الدرجة الأصغر وأقل معاملات عددية (بعيدا عن 
تغيير الإشارات الهامشية) الذى يكون كل من كثيرات الحدود المعطاة 
عاملا له . 


لإيجاد المضاعف المشترك الأصغر لعدد من كثيرات الحدود . 
« اكتب كل كثير حدود كحاصل ضرب لعوامله الأولية . 
المضاعف المشترك اليسيط هو حاصل الضرب الذى نحصل عليه يأخذ 
كل عامل لأكبر أس يحدث فى كثيرات الحدود . 
مثال 2-31 : أوجد المضاعف المشترك الأصغر فى 
2 + 0“( - 23320 ا “2 + ةزر - )2233 او 21 + >0( - )32 
يكون المضاعف المشترك الأصغر للثلاث كثيرات حدود هو: 
2 + )ةزر - 22330 
٠‏ الكسور الجبرية كصمناء12 عنة:اطعع41 
الكسور الجبرية الكسرد ية عصمناءعة«1 عتةدطعولخ لقده22 
الكسر الجبرى الكسرى هو مقدار يمكن كتابته كخارج قسمة اثنين من 
كثيرات الحدود 58/0 . يطلق على « البسط وعلى 0 المقام للكسر 
على ذلك . 


3-4 أرجتي 
8+«2-6» 3 ذبر2 + بورج كير 


يكونان كسرين جبريين كسريين . 


قواعد التعامل مع الكسور تماثل تلك التى نتعامل بها مع الكسور 
فى الحساب . أحد القواعد العامة هى : 
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قيمة الكسر لا تتغير إذا ضرب كلا من بسطه ومقامه بنفس الكمية أو 
إذا قسما بنفس الكمية على ألا تكون هذه الكمية صفرًا . فى هذه 

فمتل إذا ضرينا بسط ومقام (3-*)(2 +») بالكمية (1 - *) نحصل 
على الكسر المناظر . 


2-: + تير _ 22-1 +») 
3+--2ير (1-غ62-3(0) 


بحيث (1-*) ليست صفرًا أى 1 ** . 


بالمثل إذا أعطيت الكسر (3 + ب4 + 20/22 - 32 + 2») فيمكن كتابته 


(1+)(2+خع) 
(3()2+1-ع) 


وبقسمة البسط والمقام على (1+») نحصل على (3- 21/6 + *) بشرط 
ألا تكون (1 +2) صفرًا أى 1-*« . 

يتصل بالكسر ثلاث إشارات . إشارة البسط وإشارة المقام وإشارة 
الكسر كله . يمكن تغيير إشارة اثنين منهما بدون تغير قيمة الكسر . 
إذا لم توضح إشارة قبل إشارة فيفهم ضمنيًا أن الإشارة زائد . 

مثال 2-32 : 


1[-* ا )2 ير عازه -») _ 32+2- 
1- (2-غ)- 2-1 -2 
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٠‏ عمليات مع الكسور الجبرية 

5 15112 11 6121025م02 
المجموع الجبرى لكسور لها مقام مشترك يكون كسرًا بسطه المجموع 
الجبرى لبسط كل كسر معطى ومقامه المقام المشترك . 
مثال 2-33 : 


لاقت ست خط العا اشح 111 لاعف 711 ات فك 


2-3 5-3 2-3 2-3 3-ي 


لجمع أو طرح عدد كسرى له مقامات مختلفة فنكتب كل كسر ككسر 


مثال 2-34 : 
3 -(1-)(22+1) - 3 2+1 
(1-»«)(2+»«)»اه (1-)(2+«) (2+)» 
 )2«+1()«*-1( 3‏ 
(1-)(2+>»)ع» (1-«*)(2+غ<)غ» 
1[ -:«282-4 ا 5 
(1-*)(2+*)» 
ع كر اوكرت بن لس سي مم 
مثال 2-35 : 


3سيد_ كببر (3-*ا(3+غ)_ كدير 9-تي 
2-1 3+ (1-ي#)(5-») 3+ير 5+بير6-ة» 


نحصل على خارج قسمة كسرين بقلب المقسوم عليه ثم الضرب . 
مثال 2-36 : 
7 2+2 7 لك 025 7 


(2-<)نا» الإ (2-)(2+») 2+ير 4ستير 
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٠‏ الكسور المركية 10825اء1":2 عدءع1امدده©) 

يحتوى الكسر المركب على كسر أو أكثر فى أى من بسطه أو مقامه 
ا داكليهها »سيط الكدور المر كن : 

الطريقة 1 

اختصر اليساظ والعقام :إلى #سور بسيطة 

. اقسم الكسرين الناتجين‎ ٠ 

مثال 2-37 : 


الطريقة 11 : 

ه اضرب بسط ومقام الكسر المركب بالمضاعف المشترك الأصغر لكل 
مقامات الكسور فى الكسر المركب . 

. اختصر الكسر الناتج إلى أقل حدود‎ ٠ 

مثال 2-38 : 


مج مل 
«2 +1 _(<«1+22()1-2) _ 1-42 #)_ شغي 


واللسساطسمسدد ةك م :_ هس سه خخ سخعللس سس شه ١‏ 
لسسسلسدسد 


0 )20 -1)» 1-7 م( و1 
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5231113.771ع22آ 1 _مارا را/الالا 
منندى محلة الإبنسامة 


3.0010 لطح5ع] 5 . الالاثانانا 


فى هذا الفصل : 
كا النسبة والتناسب والتغير . 
كي الدوال والرسوم البيانية . 
الدوال كثيرة الحدود . 
”ين الدوال الكسرية . 
الكسور الجزئية . 


ل النسبة والتناسب والتقير 

98 22101 ,221-02011011 ,12610 
النسبة 122010 
نسبة عددين 2 , ١‏ وتكتب 2:5 هى الكسر لله بحيث 020 . إذا كان 
0ط - 2 فتكون النسبة 1:1 أو 1/121 . 


مثال 3-1 : 

8 4 د 2 
١)1(‏ بة من 4 إلى 6 - 4:6 - 2 ح 2 
ف 242-23-5 
: 6 4/5 35 
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(ج) خ*20 _ 53 00 


الثناسب 0:1102مه]1 

التناسب هو تساوى نسبتين على ذلك 2:5 أو ل - هله يكونان 
تناسبًا وفيه يطلق على 4,2 النهايات وعلى ١‏ و »ء المتوسطات فى حين 
يطلق على 1 المتناسب الرابع لكل من 8 و ١‏ و » . فى التناسب ©:6-6 8 
يطلق على » التناسب الثالث لكل من و ٠‏ . ويكون التناسب المتوسط 
لكل من و » . التناسب هو معادلات ويمكن تحويلها باستخدام طرق 
المعادلات المعروفة . تستخدم عادة بعض المعادلات المعدلة ويطلق 
عليها قوانين التناسب . إذا كان لء - طله فيكون . 


مثال 3-2 : أوجد النسبة لكل من الكميات التالية : 
:3115ل 5011017128 عط كه طعدوء 01 200 عطا لملط :3-2 عامدسوءدآ 
(أ) 6أرطال إلى 2 أوقية . .65 هلاه 12 6 كلهنادم 6 (3) 
من المعناد التعبير على النسبة بنفس الوحدات . وعلى ذلك 
نسبة 96 أوقية إلى 12 أوقية هى 8:1 -12 :96 
(ب) 3 كورات إلى 2 جالون . .كهمالدع 2 0غ كاتقنان 3 (ط) 
النسبة المطلوية 3 كورات إلى 8 كورات وهى 3:8 . 
(ج) 3 ياردة مربعة إلى 6 قدم مربع  .‏ .اع16 عتقتاود 6 10 كلكدلا ععقناود 3 () 


نظرًا لأن 1 ياردة مربعة نساوى 9 قدم مربع فتكون النسبة المطلوبة 
2 22:27 6 أى 9:2 . 
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مثال 2-3 : قسم جزء من خط طوله 15 30 إلى جزئين نسبة أطوالهما 
3 2. أوجد طول كل جزء . 


كأ 171/0 15140 01100 15 عمه1 5عطعمآا 30 العءتتوء5 عمزنا ى :3-3 عامسممدر 
.كأكقم عط 1ه عطاعمع]1 عطا 1150 .2:3 300 غطا عناقط عطاعمع] عدمطبتب 


ليكن الأطوال المطلوبة * و («-30) 0 ذلك 


بالحل ل »« نجد 
128 - و .186 »عر -30 

التفير 7122120102 
عادة ‏ عند قراءة المواد العلمية ‏ ما تجد مثل هذه النصوص « يتغير 
ضغط الغاز المحصور طرديًا بذ منع 'درجة الحرارة » . هذا ومع ما يشابهه 
بن سوس ليابق واد ل وبال ووس الوا جلت 
عليها دوال التغيير . الثلاث أنواع العامة لدوال التغير هم التغير 
الطردى والتغير العكسى والتغير المشترك . 
(1) إذا تغير »« طرديًا مع ا فيكون «-* . أو 8 > زد حيث يطلق 

على 2 ثابت التناسب أو ثابت التغير . 
(2) إذا نغيرت « طرديًا مع ثلا فيكون رط -» . 
(3) إذا تغيرت « عكسيًا مع لا فيكون «ا/! - » . 
(4) إذا تغيرت ‏ مشعركا مع لاو 2 فيكون 2ط -» . 
(6) إذا تغيرت « طرديًا مع 2 وعكسيًا مع 2 فيكون 2/2 -» . 
مثال 3-4 : طاقة الحركة 8 لجسم تتناسب مع وزنه /لآ ومربع سرعته 7 . 
يتحرك جسم 815 بسرعة 8/5 4 وله طاقة حركة #0 2 . أوجد طاقة 
حركة عربة هه 3 (15 6000) عند سرعة عدالنم 60 (ول8 88) . 
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خطعاء7 1)5 0) [0161003م0عم 15 /3ل50 042 8 لإعتعدة علأعماءا عط" :3-4 عامتصوعدي1 
5 ع1/56 4 26 120171928 /5003 15 8 مذ +١‏ لإأزه10ء/7 كا 01 5011316 عط 0 لمة 717 
عل1غا (ططآ 6000) هم) 3 012 لإوزعمء علأعضل]ا غطا لصا .لإمععقء عناعمك! 04 1-15 2 

.(ع1/56 88) عطلتحم 60 غ26 عن تلععم5 


لإيجاد عا : ام 8 أو 


م 21 28-15 _ قدي 
64 7إععو/ت6 815()4) تا 
وعلى ذلك تكون طاقة حركة العربة . 
ماع ممو عدبي آءء5/# 600015()88) _ _ 2لا__و 


٠‏ الدوال والرسوم البيانية عطمه2<©) 0ه كصمناعدن"1 


المتغبرات 21:1215/ة 


المتغير هو رمز يمكنه افتراض أى قيمة من فئة القيم أثناء المناقشة . 
الغابت هو رمز يظل ثابتا على قيمة معينة واحدة أثناء المناقشة : 


العلاقات 12121025 
العلاقة هى فئة من الأزواج المرتبة . يتكون الزوج المرتب من مركبتين 
أو إحداثيين يعرفا موضع نقطة بالإشارة إلى نقطة أصل . يمكن أن 
تحدد العلاقة بواسطة معادلة أو قاعدة أو جدول . يطلق على ففئة 
المركبات الأولى للأزواج المرتبة نطاق العلاقة . يطلق على فئة 
المركيات الثانية مدى العلاقة . 
مثال 3-5 : ما هو نطاق ومدى العلاقة : 
((1,3) ,(2,6) ,(4,12(,)3,9)) 
0ة عغطا 01 ع228 220 0022312 عط ذأ غدط 1 :3-5 عامتسدعدظا1 
((12 ,4) , (3,9) , (2,6) ,(1,3)) 
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النطاق - (1,2,3,4) والمدى > (3,6,9,12) 

الدوال كدهن1اء12 

مثال 3-6 : أى من العلاقات الآنية يكون دالة : 

10257اعهنا؟ 21 12)1025اء: طعنط لا :3-6 علمصسسيدءدا 

( أ ) ((1,2(,)2,3(,3,4,)4,5) ) دالة لأن كل عنصر أول قد تزاوج 
تمامًا مع أحد العناصر الثانية . 

(ب) ((1,2(,)1,3(,)2,8(,)3,9) ) ليست دالة لأن 1 قد تزاوج مع 2 
ومع 3 . 

(ج ) ( 33 ,9) ,(4,3) ,(2,3) ,(1,3)) دالة لأن كل من العناصر الأولى قد 
تزاوج نمامًا مع واحد من العناصر الثانية . 


عادة ما تعرف الدوال والعلاقات بالمعادلات عندما لا يحدد النطاق 
فنعين أكبر فئة فرعية للأرقام الحقيقية والتى تكون فيها المعادلة قد 
عرفت وتكون تلك هى النطاق . بمجرد تعيين النطاق نقوم بتعيين 
المدى بإيجاد قيم المعادلة لكل قيمة من النطاق . 


مثال 3-7 : ما هو النطاق والمدى ل 2+2« -ر 


9 + © - بره ععصقء لطة ستقمهل عط 15 غمط1آ :3-7 علمسويدظ 
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النطاق هو فئة كل الأعداد الحقيقية لأن مربع كل عدد حقيقى يكون 
عدا حقيقيًا وأى عدد حقيقى زائد 2 يظل عدد حقيقيًا . فيكون 
النطاق > ( كل الأعداد الحقيقية ) . 

المدى هو فئة كل الأعداد الحقيقية أكبر من أو تساوى 2 لأن مربع 
أى عد حقيقى سيكون على الأقل صفرًا . أيضًا كل رقم حقيقى أكبر 
من أو يساوى 2 يمثل بالصيغة 2+©* . على ذلك عند إضافة 2 لكل 
قيمة نحصل على كل الأعداد الحقيقية التى تكون على الأقل 2 . 
فيكون المدى > ( كل الأعداد الحقيقية > 2 ) 
مثال 3-8 : ما هو نطاق ومدى (3-<«/1 بر ؟ 

9( -*)/1 -[01 53286 2250 لتقنده0 عطا 15 غأقط 71 :3-8 عامسدرط 

المعادلة غير معرفة عند 3-* وعلى ذلك يكون النطاق هو فئة كل الأعداد 
الحقيقية التى لا تساوى 3 . النطاق 2ت ( الأعداد الحقيقية * 3 ) . 


يصبح الكسر صفرًا عندما يكون البسط صفرًا ونظرا لأن بسط هذا 
الكسر يكون مساويًا دائمًا 1 فلن يصبح هذا الكسر صفرًا . على ذلك 
يكون مدى هذه الفئة هو كل الأرقام الحقيقية التى لا تساوى صفرًا . 
المدى ت- ( كل الأعداد الحقيقية ‏ 0 ) . 


صيفة الدالة 110201608 مسمتاعصن1 
انسانخدام الصيغة («)1 > لا وتقرأ « لإ تساوى + ل « » لتدل على كون لا 
دالة ل » . بهذه الصيغة (1)8 تمثل قيمة المتغير التابع لا عند 2 - يخ 
(بشرط أن تكون هناك قيمة) . 

على ذلك 2-2« در يمكن كتابتها 2 + ع5 - 2 - )1 . ولذلك 
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تكون 22» أى قيمة 0 أو لا عند 2-» هى 2-4 +2-22-5)020) . 
وبالمئل 2-8 +(5-1 + *(1-) - (1-1 . 

يمكن استخدام أى حرف فى صيغة الدالة ولذلك )ع و (<«عط ىو (»)آ1 
يمكن استخدامهم لتمثيل دوال *« . 


نظام الإحداثيات المتعامدة «ء)5ز5 )000152 عدانجصماءء1 


1 
شكل 3-1 
يستخدم نظام الإحداثيات المتعامدة لإعطاء صورة عن العلاقة بين 


اعتبر الخطين المتعامدين معًا 2< و لا'لا والمتقاطعين فى النقطة 
0 كما هو موضح بالشكل 3-1 . 
الخط 772 ويطلق عليه محور « يكون عادة أفقيًا . 
الخط لال ويطلق عليه محور لا يكون عادة رأسيًا . 
يطلق على النقطة © نقطة الأصل . 
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باستخدام وحدة مناسبة للطول نوقع نقط على محور *« عند وحدات 
1 2, 3, 4, . .. . والنقطة لجهة اليسار 1-, 2-, 3-, 4- م 
هنا اخترنا 076 ليكون الاتجاه الموجب وهذا معتاد ولكن ليس لازمًا . 


افعل نفس الشىء على محور ا باختيار 0 كانجاه موجب . من 
المعتاد (وليس لازمًا) استتخدام نفس وحدات الطول لكلا المحورين . 

يقسم المحورين .لا المستوى إلى أنعة أجزاء تعرف بالأرباع 
ويشار إليهم 17.111,11.1 كما فى الشكل 3-1 . 

إذا أعطيت نقطة 2 فى المستوى لإ« هذا فاسقط عمودين من 2 إلى 


محور < ,لا . قيم « و لا عند تقاطع هذين العمودين مع محورى * و لا 
انمحدد على الترتيب إحداثى 0 للنقطة وإحدائى (ا للنقطة < . هذين 


الإحداثيين يشار إليهما بالرمز (إ,*) . 

وبالعكس إذا أعطيت إحداثيى نقطة يمكننا إيجاد أو توقيع النقطة 
فى المستوى و« . مثلا النقطة 8 فى الشكل 3-1 لها إحدائيات 2 ,3) 
والنقطة ذات الإحداثيات (3-,2) هى © . 


الرسم البيانى للدالة («)1 -/ز هى فئة كل النقط (9,*) التى تتحقة 
بالمعادلة 100 <لز . 


التماثل «-داع12مم رك 
عندما يكون النصف اليسار لرسم بيانى هو صورة مرآة لنصفه اليمين 
فنقول أن الرسم البيانى متماثل بالنسبة لمحور ا ( انظر شكل 3-2 ) . 
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شكل 3-2 

يحدث هذا التماثل لأنه لأى قيمة * ينتج عن كلا من * ,»*- نفس قيمة 
ا أى («-# - 40 . يمكن أن نكون المعادلة أو قد لا تكون دالة ل )1 
بدلالة «. 

بعض الرسوم البيانية لها النصف السفلى صورة مرأة للنصف العلوى 
ونقول أن لهذه الرسوم البيانية تماثلا بالنسبة إلى محور * . التماثل 
بالنسبة لمحور *« ينتج عندما يكون لكل قيمة لا كلا من لاءلا- ينتج عنه 
نفس قيمة « ( انظر شكل 3-3 ) . فى هذه الحالات لا نحصل على دالة 
ل ناز بدلالة ا . 
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إذا عوضنا *- بدلا من »,د بدلاً من /ز فى معادلة ما ونتج عنها 
معادلة مماثلة فنقول أن الرسم البيانى متمائلا بالنسبة إلى نقطة الأصل 
( انظر شكل 3-4 ) . هذه المعادلات نمثل علاقات وليست دائمًا دوال . 


شكل 3-4 


يمكن استخدام التمائل لتسهيل رسم الرسوم البيانية للعلاقات 
والدوال . بمجرد معرفة نوع التماثل ‏ إذا وجد وأمكن تحديد شكل 
نصف الرسم البيانى فيمكن رسم النصف الآخر مستخدمًا هذا التماثل . 
أغلب الرسوم البيانية غير متماثلة لمحور *« ومحور لا ونقطة الأصل . إلا 
أنه كثيرًا من الرسوم البيانية المستخدمة عادة يكون لها أحد هذه الأنواع 
من التمائل واستخدام هذا التماثئل عند رسم العلاقة يسهل عملية الرسم . 
مثال 3-9 : اختير العلاقة »/1 -( للتماثل . 


.57 59/111111 105 :«/1 ع نز ممأغهاء عط دع :3-9 عامسوورظ 


بالتعويض «- بدلا من * نجد /1- - بر أى أن الرسم غير متماثل بالنسبية 


لمحور لا 5 
بالتعويض لاد بدلا من /ا نجد 1/6- -/ا أى أن الرسم غير متماثل بالنسبة 
لمحور » ٠‏ 
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بالتعويض *- بدلا من «,لا- بدلا من ل نحصل على »/1- -«- وهى متناظرة 

مع +/1 -لا فيكون الرسم البيانى متماثلا بالنسية إلى نقطة الأصل . 

الإزاحة والقط8 : 

يزاح رسم 45 -لا البيانى إلى أعلى بإضافة ثابت موجب إلى كل قيمة 

لا فى الرسم البيانى . بزاح إلى أسفل بإضافة ثابت سالب لكل قيمة ا 

فى رسم («) - نز البيانى . على ذلك يختلف رسم + (12 - لا عن رسم 

(«1 - بانتقال رأسى مقداره || من الوحدات . الإزاحة تنكون لأعلى 

عند 0< والإزاحة تكون لأسفل عند 5>0 . 

مثال 3-10 : كيف تختلف الرسوم 2 +*« دير و 2-3*-ل البيانية عن 

رسم *- رز البيانى . 

ماوع عء تل 3 - “ا د برلمج 2 + 2 ير د وأو وطجوعع عط ول +8508 :3-10 عامصسويدظ 
9©ير ع بزغؤه طمومع عط 


رسم *< نو البيانى يزاح لأعلى 2 وحدتين لنحصل على رسم 0-2 در 
البيانى . ( انظر شكل (2) 3-5 و (3-500 ) . 
رسم ** لا البيانى يزاح لأسفل 3 وحدات لنحصل على رسم 2-3« دنر 
البيانى . ( انظر شكل ) 3-5 و (3-56 ) . 


تير ت برره) 2 +1ير حت بررم) 2-3يجر ح بررء) 


شكل 3-5 
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بزاح رسم («)1 لز البيانى إلى اليمين عند طرح عدد موجب من 
كل قيمة » . بزاح إلى اليسار إذا طرح عدد سالب من كل قيمة »« . 
على ذلك رسم ( - *)1 -ز البيانى يختلف عن رسم («)1 > ١‏ البيانى 
بإزاحة أفقية |2| من الوحدات . الإزاحة 'تكون لجهة اليمين إذا كانت 
0< والإزاحة تكون إلى اليسار إذا كانت 8>0 . 
مثال 3-1 : كيف نوخز نختلف رسوم *(1 + ») دير و 22 -») دلا البيانية عن 
رسم ** رز البيانى . 


مأل “(2 - 2) د زلمهة 1(2 + «) ح نز أو وطجموعع عط 0ل بدوة] :3-11 علمسدويرمر 
#9 ع بوه طمدعع غطأ سوك 


بزاح رسم ردول البيانى 1 وحدة لجهة اليسار لنحصل على رسم 
7 + ») لا البيانى . لأن (1) -«-1+» 

( انظر شكل (3-6)8 و (3-6)0 ) . 

2 -*) -3 البيانى . 

( انظر شكل (3-6 و 3-6)0 ) . 


نير ع نر (ه) 7 + ») - نر رط) *(5-2) 2 ر(ء) 
شكل 3-6 
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تفيبر القياس 5021128 
إذا ضربت كل قيمة لا بعدد موجب أكبر من 1 فإن معدل تغير لا يزداد 
عن معدل تغير قيمة لا فى («4- (ا . إلا أنه إذا ضربت كل قيمة ا 
بعدد موجب بين 0 و 1 فإن معدل نغير قيمة لا تقل عن معدل تغير 
قيمة لا فى («4 -/ا . على ذلك يختلف رسم 01080 -لا البيانى - حيث » 
عدد موجب - عن رسم (40-ا البيانى فى معدل الزيادة فى لا . إذا 
كانت 1 <ء فيزداد معدل تغير لإا وإذا كانت 1 > >0 فإن معدل التغير 
فى لا يتناقص . 

ينعكس رسم (108-ل البيانى على محور *« عند ضرب كل قيمة ا 
بعدد سالب . على ذلك (5/ه - ذا البيانى حيث 0 > ه هو انعكاس 
0110| -/ز على محور * . 


مثال 3-2 : كيف نختلف رسوم ا«|- لازو || ةزو |«اط د ,ا 


البيانية عن رسم |اءا - و١1‏ البيانى . 
عع 111ل || 1/2 ح- ا 220 بأ«أ-عو 01 5كطمقعع عط 00 بده :3-12 علامتسددط 
7] »| ع /ل كه امومع عط مسرم 


ينعكس رسم ا»«| > ذا البيانى على محور « ليعطى ا»«|- د ل 
( انظر شكل 3-700 , (3-7060 ) . 


يؤدى رسم || -<ا البيانى عند ضرب كل قيمة لز ب 3 لكل قيمة ل 
* إلى رسم |*|3-< البيانى ( انظر شكل 3-7060 , 3-706 ) . 

يؤدى رسم || -(«ا البيانى عند ضرب كل قيمة لا ب ال لكل قيمة ل 
*« إلى رسم -2|ءال البيانى ( انظر شكل 3-70 , (3-700 ) . 
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اعا 3‏ بررء) دامع ر (4) 


شكل 3-7 
٠‏ الدوال كثيرة الحدود كدهناعدنا1 لمتسسمصرامط 


المعادلات كثيرة الحدود 2)1055ننك]1 ادتصدمصراهط2 
المعادلات الكسرية الصحيحة من الدرجة 2 فى المتغير « هى معادلة 
54 - 
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يمكن كتابتها بالشكل الآنى : 


َ_ 5-2 1-1 ل 
0مة امه ,0 عدرة + وج + 0ه + "ير يه + “ريه + ثكاية 


حيث 8 عدد صحيح موجب و ,2 ,ريق,. ٠.‏ . رية ربق روة ثوابت . معامل حد 
أكبر درجة يطلق عليه المعامل المتقدم ويطلق على مة الحد الثابت . 
على ذلك يكون 32-520 + 40-2822 او 1/4-0+« 2 له-2 و 
2-8-0 3-/0+ 4 معاملات كسرية صحيحة فى *« من الدرجة 3 ,2 
2 » 4 على الترتيب . لاحظ أنه فى كل معادلة كانت أسس * قيم 
موجبة صحيحة والمعاملات ثوابت حقيقية (أو مركبة) . 


كثيرة الحدود من درجة « فى المتغير « تكون دالة ل *« ويمكن كتابتها 
فى الصورة 


0غدية ,0 تيت + يخ + 6ه + 2قيزر يق + 5ك يه + اديه - )2 


حيث 8 عدد صحيح موجب و ءة .مة.. .. . ,ية ,3 رمة 'ثوابت . 
فتكون 0-<(2)2 هى معادلة كسرية صحيحة من الدرجة « فى * . 
إذا كانت : 52-6 + ثير +382 ع مم 

فتكون : 6-36 -(2-)5 + 2(7-) + *(2-)3 - (2-)5 


إذا كانت 22-8 + 2 - )2 


فتكون : 3- 20/5 -8- 24/5 +5( 5/م)ط 


يطلق على أى قيمة * والتى تجعل 200 يتلاشى جذر المعادلة 0-(5)0 
على ذلك تكون 2 هى جذر المعادلة 52-6 + ”+ *يرد - نم لأن 
0 - 10-6 -24-8 -(2)2 
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أصفار المعادلات كثيرة الحدود 5د10)هدان12 لدتحصدمم 012 064 5عممعء,2 
نظرية الباقى : إذا كان ء أى ثابت وإذا قسمت كثيرة الحدود )م 
على (-*) كان الباقى (50 . 

فمثلً إذا قسمت 8 +« -*<3 - 22 -(25)2 على (1 +2) فتكون 1- -ء 
والباقى يساوى 2-3+1+8-4 -<-(1-)2 . 


_2 _3 
4 +( »)2-0 8+--3 غ2 
1+ 1+ 


حيث («0)0 كثيرة الحدود فى « . 

نظرية العامل : إذا كان + را للمعادلة 0 -2)0 أى 20-0 فيكون 
-») عاملاً فى 702 . ويالعكس إذا كان -») عاملاً فى 500 يكون 
+ جذرا للمعادلة 500-0 أو 20-0 . على ذلك يكون 1 , 2- , 3- ثلاثة 
جذور للمعادلة 6-» + 422 + © - 200 نظرًا لأن 0 (25-3- (2-)2 - (5)1 . 
فتكون (1-><) و (2 +*) و (3+<) عوامل فى 6 - يز يره + عر 

القسمة التركيبية : القسمة التركيبية هى طريقة مبسطة لقسمة كثيرة الحدود 


50 على (:-*) حيث : أى عدد معطى . بهذه الطريقة تعين قيم 


أل عتأعط ا هلزد عمتدنا (4 + عر) برط (14»2 - كير + عر5) علاز :3-13 علمسصودك 


اكتب حدود المقسوم حسب القوة التنازلية للمتغيرات مع ملء الحدود 
المفقودة باستخدام الصفر بمعاملا نها 5 اكتب المقسوم عليه بصورة -خ . 
((4 -) - :«) + (0 + يرك + 142 - تيرن + فير 
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اكتب الحد الثابت 2 للمقسوم عليه على اليسار فى علامة 2 واكتب 
معاملاات المقسوم يمين هذه العلامة . 

1+0-14+54+0 40202020 
احضر الحد الأول فى المقسوم إلى الصف الثالث تاركًا صما خاليًا 


الآن . 
0 + 5 + 1+0-14 |4- 


1 
اضرب الحد فى صف خارج القسمة (الصف الثالث) بالمقسوم عليه 
واكتب حاصل الضرب فى الصف الثانى أسفل الحد الثانى فى الصف 
الأول . اجمع الأعداد فى العمود الذى تكون واكتب المجموع كحدا 
0 + 5 + 1+0-14 |4- 


لل كمه 
4 - 1 


اضرب الحد الأخير على اليمين فى صف خارج القسمة فى المقسوم 
عليه واكتب الناتج تحت الحد التالى من الصف الأعلى ثم اجمع 
واكتب المجموع فى صف خارج القسمة . كرر هذه العملية حتى يكون 
لكل حد فى الصف العلوى رقما تحته . 

0 + 0-14+5+[1 ال4- 


2 +2-3+ 1-4 
الصف الثالث هو صف خارج القسمة والحد الأخير فيه يكون الباقى . 
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درجة كثيرة حدود خارج القسمة تكون أقل بواحد عن درجة المقسوم 
لأئنا نقسم على عاملاً خطيًا . الحدود فى صف خارج القسمة تكون 
معاملات الحدود فى كثيرة حدود خارج القسمة . درجة كثيرة حدود 
خارج القسمة والباقى من ((4-) - ») + (0 +52 + 14 ",0 + *») هى 


لكك بخ_يره + تيره4 - 13 
4 


النظرية الأساسية للجبر : يكون لكل معادلة كثيرة الحدود 0-(«)2 على 
الأقل خذرا ولبودا سقيقا أو هركا . 

وعلى ذلك 2-0 + 3:5 - 7« لها على الأقل جذرًا واحدًا . 

أما 3-0+غ/-600 فليس لها جذور نظرًا لعدم وجود عدد + يحيث 
20-0 . نظرًا لأن هذه المعادلة ليست كسرية فلا تنطبق هنا النظرية 
الأساسية . 

عدد جذور معادلة : كل معادلة كسرية صحيحة 2)8-0 من الدرجة ه 
لها ه من الجذور نمامًا . 

على ذلك 8-0 -14 52 + 2 لها بالضبط 3 جذور وهم 1/2,2-,4- 
يمكن أن تكون بعض الجذور متساوية . 

على ذلك فالمعادلة من الدرجة السادسة 0 -<(4 +«5(2 -2(2)2 -*) لها 2 
كجذر ثلاثى و 5 كجذر مزدوج و 4- كجذر مفرد . أى أن الستة جذور 
هى 2,2,2 ,5,5 ,4- . 
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حل معادلات كثيرة الحدود 3201025ن! لدندصمم2012 عستحاه5 

الجذور المركبة والفير كسرية 

(1) إذا كان العدد المركب إط + ه جذرا للمعادلة كثيرة الحدود 
الكسرية الصحيحة 0 - :)2 ذات المعاملات الحقيقية فيكون الرقم 
المركب المرافق 2-61 جذرا أيضًا يلى ذلك أن كل معادلة كسرية 
صحيحة ذات درجة فردية ومعامللاتها صحيحة يكون لها على 
الأقل جذرا واحدًا حقيقيًا . 

(2) إذا كان للمعادلة الكسرية الصحيحة 0 - (25)2 ذات المعامللات 
الكسرية جذرًا 5/ه+ه حيث ه و 6 كسريين و 5/: غير كسرى 
فيكون: "8/ده جذرا أنه ... 

نظرية الجذور غير الكسرية : إذا كان ع/6 كسرا كسريًا فى أدنى حدوده 

- جذرا للمعادلة 

0ب 0 ح مو + عزج + وه + قيزر يواح قير يه + ككية 

ذات المعاملات الصحيحة فيكون ط عاملاً ل يه و ء عاملاً ل مه . 

على ذلك إذا كان ه/ط جذرا كسريًا ل 5-38-2-0+ 68 فتكون قيم 

6 محدودة بعوامل 2 وهم 1+ . 2+ وتكون قيم » محدودة بعوامل 6 

وهم 1+ . 2+ , 3+ ء 6+ . على ذلك تكون الجذور الكسرية الوحيدة 

هى 1+ , 22 , 21/2 , 21/3 ء. 21/6 ء 22/3 . 

نظرية الجذور الصحيحة : يلى ذلك أنه إذا كانت المعادلة 0-(50 ذات 

معاملالات صحيحة وكان المعامل المتقدم 1 : 


,0 جره + جع + ٠ه‏ + قير يو + ار يع + تر 
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فتكون الجذور الكسرية ل 0 - (*)2 أعداد صحيحة وعواامل 
ل مه . على ذلك تكون الجذور الكسرية ‏ إذا وجدت - للمعادلة 
0 22-11-12 + © محدودة بمعاملات 12 الصحيحة وهى 1+ , 2+ , 
23 , 24 , 6+ , 212 . 


مثال 3-14 : لكل صفر حقيقى ل 4+ »6 -522 - 2# - )5 اعزل الصفر بين 


عط 155136 .4 + ع 6 - ترك - 26 2 (ورمط أو مرع2 لوم اعدة ره :3-14 علمصويد] 
.12168615 © اأأناء 01156 730 لاعع /لااء6 2210 


نظرًا لأن درجة +4 +62 2ر5 - 2 ع )م هى 3 فيكون هناك على الأكثر 
ثلاث أصفار حقيقية . سنبحث عن الأصفار الحقيقية فى الفترة 5- 
إلى 5 . الفترة اختيارية وقد تحتاج إلى امتدادها إذا لم نوجد 
الأصفار فى هذه الفترة . بالقسمة الت ركيبية سنوجد قيم (2)8 لكل عدد 
صحيح فى الفترة المختارة . البواقى من القسمة التركيبية هى قيم(8)2 
وقد لخضت فى الجدول التالى . 
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1 22 23-7 اا د 


3 20 77- 180 41- | )م 


لاحظ أن 20- -(5)02 وأن 3-(521 لهما إشارتان مختلفتان فمن نظرية 

القيمة المتوسطة يكون هناك صفر حقيقى بين 2- و 1- بالمثل نظرًا لأن 

20-4 و 5- -(5)1 سيكون هناك صفرًا حقيقيًا بين 0 و 1 ونظراً لأن 

5- - (5)3 و 28 -2)4 فيكون هناك صفر حقيقى بين 3 و4. نتم عزل 

ثلاث أصفار حقيقية ويذلك نكون قد عينا كل الأصفار الحقيقية ل 2700 . 

الحدود العليا والدنيا للجذور الحقيقية . يطلق على العدد ‏ الحد الأعلى 

أو القيد الأعلى لجذور 50-0 الحقيقية إذا كان لا توجد جذور 
أكبر من 2 . يطلق على العدد 6 الحد الأديئ أو القيدالأديئ لجذور 

5-0 الحقيقية إذا كان لا يوجد جذور أقل من ٠‏ . النظرية التالية 

مفيدة عند إيجاد الحدود العليا والحدود الدنيا . 

ليكطن 0 عمق + يرج دهده + فير يج + !"كر ية + ”ية حيثك ,8.200 821 

حقيقية و 0< ,3 فنجد : 

٠‏ إذا كان عند القسمة التركيبية ل («)2 على 2 - ا حيث 0 < ه كل 
الأعداد التى نحصل عليها فى الصف الثالث موجبة أو صفر فتكون 
ه حدًا أعلى لكل الجذور الحقيقية ل 2580-0 . 

٠‏ إذا كان عند القسمة التركيبية ل («)2 على «*-٠‏ حيث 0 > ٠ط‏ كل 
الأعداد التى تحصل عليها فى الصف الثالث تتبادل الموجب 
والسالب (أو الصفر) فتكون ٠‏ الحد الأدنى لكل الجذور الحقيقية ل 
50-0 . 

مشال 3-15 : أوجد الفترة التى تحتوى على كل أصفار 

6 + 2ر5 23 - (»«)ط الحقيقية . 
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2 ع (2) 01 ؤملع2 لوع5 غطا 211 2185اهمء أقطا [272ع121 مد 1150 :3-15 علأمسسمعطظ 

3-6 
سنوجد العدد الصحيح ٠‏ الذى يمثل أقل حد أعلى لأصفار 500 
الحقيقية والعدد الصحيح ه الذى يمثل أكبر حد أدنى لأصفار »)م 
الحقيقية . كل الأصفار الحقيقية ستقع فى الفترة [6.ة] . لإيجاد ه و م 
سنستخدم القسمة التركيبية على  52*+6‏ "22 - 0«)ط . 


0+6 + 2-5 ا 6 +0 + 2-5 2 046+ 2-5 الى 
6+34+9+ 2-4 -4+ 3 -2-3+ 
5 + 3 + 1 +2 2 +2 -2-2 3 + 2-3-3 


عندما نقسم باستتخدام 3 يكون صف خارج القسمة كلها موجبة فيكون 
3 هى أصغر عدد صحيح للحد الأعلى للأصفار الحقيقية ل 500 . 
على لك تكون ٠-3‏ . 

5 2-5+0+ 6 

-2+-7 

1[ -2-7+7 
عند القسمة باستخدام 1- فيتبادل صف خارج القسمة فى الإشارات 
ونكون 1- هو أكبر رقم صحيح للحد الأدنى للأصفار الحقيقية ل )5 
على ذلك 2-1 . 

تكون أصفارا 6 +522 - 22 -(»)05 الحقيقية فى الفترة (3 ,1) أو 

3 > >1- . نظرا لأن 1(:0-)2 و 2)3(:20 فقد استخدمنا رمز الفترة 
الذى يدل على كلا النهايتين ليست أصفارا لكثيرة الحدود . 


قاعدة ديكارت للإشارات . إذا رتبت حدود كثيرة الحدود 50 ذات 
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المعامللات الحقيقية بترتيب قوى « التنازلية فيحدث تغير فى الإشارة عندما 
تنغير إشارة حدين متتالين . فمثلا . 3-12+*2 -*« لها 3 نغيرات فى 
الإشارة و 2*2+4 2+ “ع4 :6 2 لها 4 نغيرات فى الإشارة . 

تقول قاعدة ديكارت للإشارات أن عدد الجذور الموجبة ل 0 - 0)م 
أو أقل من هذا العدد بعدد صحيح زوجى . عدد الجذور السالبة ل 
2-0 إما أن تساوى عدد التغيرات فى إشارة («-)7 أو أقل عن هذا 
العدد بعذد صحيح موجب . 
بناء على ذلك فيكون فى 12-0 +*3 - 222 + 285 - *« - (0)م عدد 4 
تغيرات فى الإشارة («)2 . على ذلك يكون عدد الجذور الموجبة ل 
0 -200 هو 4 أو (4-2) أو (4-4) . ولأن 

2 + )3 - 2-2 + “)2 - ”م-) ع راط 


0 -12+ي«3 +22 + 25 + فير - 


واحد . لذلك هناك 4 أو 2 أو 0 جذر موجب و 1 جذر سالب وعلى 
الأقل 4 -(4+1)-9 جذر مركب . 


تقريب الأصفار الحقيقية 22«05 لدع10 عستاهدستءهممه4 

عند حل المعادلة كثيرة الحدود 0 - 250 لا يكون فى الإمكان دائمًا 
إيجاد كل الأصفار بالطرق السابقة . نكون قادرين على تعيين الأصفار 
المركبة والغير كسرية عندما نستطيع إيجاد عوامل تربيعية يمكن حلها 
باستخدام قانون المعادلات التربيعية ( انظر فصل 5) . إذا لم نستطع 
إيجاد العوامل التربيعية ل 0-*)5 فلن نستطيع الحل للأصفار التخيلية . 
ولكن عادة ما يمكن إيجاد تقريبًا لبعض الأصفار الحقيقية . 
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لتقريب صفر حقيقى ل 0-(5)2 يجب أولاً إيجاد الفترة المحتوية 
على صفر حقيقى ل 0 - (*)8 . يمكن عمل ذلك باستخدام نظرية 
القسمة المتوسطة لتحديد العددين 2 . ط بحيث تنكون إشارة (5)2 
مختلفة عن إشارة (2)0 . نستمر فى استخدام نظرية القيمة المتوسطة 
حتى نعزل الصفر الحقيقى فى فثرة صغيرة بدرجة تسمح بتحديد الصفر 
للدرجة المطلوبة من الدقة . 
مثال 3-16 : أوجد الصفر الحقيقى للمعادلة : 8-0 +*3 +" صحيحا 
لرقمين عشربين . 
.1365م لقمتاععل 0ت 0 أععترمه 0 - 8 + ع3 + تبن مععج لو ج لمأ :3-16 عاصحصف؟] 
باستخدام قاعدة ديكارت للإشارات فلا يكون 8 +32 + ”*«-(0«)م لها 
أصفار حقيقية موجبة و 1 صفر سالب حقيقى . 
باستخدام القسمة التركيبية نوجد 6- - (2-)2 و 4 - (20-1 فيكون 
باستخدام نظرية القيمة المتوسط 8 +32 + ت» - («)ط لها صفر حقيقى بين 
2- و 1- . نستخدم الآن القسمة التركيبية ونظرية القيمة المتوسطة 
لإيجاد فترة العشرات المحتوية على الصفر . لخصت النتائج فى 
الجدول التالى : 


- 6 -7 - 8 - 1.9 
- 0 - 1 -3 - 6 


نرى أن (1.5-)5 موجبة و (1.6-)2 سالبة فيكون الصفر بين 1.6- و 1.5- . 
نختبر الآن الرقم المئوى باستخدام القسمة التركيبية على الفترة 1.6- و 
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5- . لا نحتاج إلى كل قيم الممات ولكن تغير الإشارة فقط بين 


نرى أن (5)1.51 موجب و «(1.52-)7 سالب فيكون باستخدام نظرية القيمة 
المتوسطة صفر حقيقى بين 1.51- و 1.52- . نظرًا لأن الصفر الحقيقى 
بقع بين 1.51- و 1.52- نحتناج فقط إلى نعيين هل تقرب إلى 1.51- أو 
2- . لأجل ذلك نوجد (270-1.515 وهى حوالى 0.02- . هذه القيمة 
ل (1.515-)5 سالبة و (1.51-)5 موجبة فنعلم أن الصفر يقع بين 1.515- 
و 1.510- وكل الأعداد فى هذه الفترة عند تقريبها لأقرب رقمين 
عشريين تكون 1.51- . بذلك يكون ‏ لأقرب رقمين عشرين - الصفر 
الحقيقى الوحيد ل 0-<8+<3 +"» هو 1.51- . 

1215221 الدوال الكسرية 5دمناعدت1‎ ٠ 

الدوال الكسرية ك5دض15)اعصد! [لهده2)1غ1 


الدالة الكسرية هى نسبة بين دالتين كثيرتى الحدود . إذا كان (*«)5 و 
(«)0© كثيرتى فى حدود فتكون الدالة بالشكل *«2)20/0)0 - 200 دالة 
كسرية حيث 0)2(*0 . نطاق (82)«2 هو تقاطع نطاقى («)27 و 002 . 


الخطوط المقارية الرأسية 1015م5220ى لدء1)مء7؟ 


إذا كان («)200/0 -<(2)2 فتكق ن قيم * التى تجعل 0 - 009 تنج 
خطوطا مقاربة رأسية إذا كانت 0 * 800 . إلا أنه إذا وجدت قيمة 
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معينة ه -< بحيث 0 - »)2 و 002-20 فيكون (2 - *) غنانلة مشتركا 
لكل من («50 و (8)© . إذا خفضت 20 لأقل حدود فيكون الرسم 
البيانى ل (*)2 له ثقب عند 2-8 . 

الخط المقارب الرأسى ل »)8 هو خط رأسى ٠‏ -*« حيث 8 ثابت 
ورسم (*)2 البيانى بقترب ولا يلامس الخط المقارب . )8 غير معرف 
لأن 00-0© و 0خ 500 . نطاق )8 ينفصل إلى فترتين محددتين 
بالخطوط المقاربة ل 200 . 
مثال 3-17 : ما هى الخطوط المقاربة ل 


01 0165م13لاقة [722122 عط ععة أحط 11 :3-17 عامردصمحد]آ] 


2-3 
حت :)1 
2-4 0 


نظرًا لأن (»)8 غير معرفة عند 4-0-** فيمكن أن ينتج عند 2 - * و 
2- يم خطين مقاربين واميية . عند 2 -<2 يكون 0 2-3 وعند 2- ح ير 
يكون 3:0-*2 . لذلك يكون لرسم (5)2 البيانى خطين مقاريين عند 


2 >« و 2--<« . 


الخطوط المقاربة الأفقية د5ع]60م22 زد لهاد 11010 


يكون للدالة الكسرية 22/000 -(8)0 مقاربًا أفقيًا ه - , إذا اقتربت 
(«)2 إلى القيمة ‏ عند ازدياد |*| بدون حدود . يكون ل 800 على 
الأقل مقاريًا أفقيًا واحدًا . يمكن إيجاد المقارب الأفقى ل 800 من 
مقارنة درجة »)5 ودرجة («)0 . 

« إذا كانت درجة 500 أقل من درجة (*«)0 فيكون )2 له مقاربًا أفقيًا 


عند 0 دلق . 
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« إذا ساوت درجة (*«)2 درجة 202 فيكون (2)2 له مقاربا أفقية عند 
«لمة - لا حيث ,د المعامل المتقدم (معامل حد أكبر درجة) ل 500 
و وط معامل (:)© المتقدم 1 

« إذا كانت درجة («)2 أكبر من درجة («)© فلا يكون ل 200 مقاريًا 
أفقيًا . 

يمكن لرسم (50 البياني أن يقطع الخط المقارب الأفققى فى داخل 

نطاقه . يكون هذ] فمكنا نظرًا لاهتمامنا فقط بسلوك )82 عند زيادة 

5 بدون حد حتى يمكن 'نحديد المقارب الأفقى 1 

مثال 3-18 : ما هى الخطوط المقاربة الأفقية لكل دالة أفقية («)8 ؟ 

1[قه2210 طعوء 01 5ع01أمطالاكة 7011202181 عط ععد غقط ا :3-185 عاصصموع]1 

409 


2+1 0 
ع1 ) +1 . ح 1 
د +3 دلاخ اء) 2-4 1-تير 


( 1 ) درجة البسط 32 هى درجة 3 ودرجة المقام هى 2 . نظرًا لأن درجة 
البسط تعلو درجة المقام فلا يكون ل *)82 خط مقارب أفقى . 

ر(ب) درجة البسط 1 ودرجة المقام 2 فيكون ل (*)8 خط مقارب عند 
0 تن[ . 

(ج ) درجة كلا من البسط والمقام 1 ونظرًا لأن معاملى البسط المتقدم 2 
ومعامل المقام المتقدم 5 فيكون ل )8 خط مقارب أفقى عند 
5 - ل . 

رسم الدوال الكسرية بيانيا 0" لحده1) 12 عسنتطدة2) 

لرسم الدالة الكسرية 00/000< -800 بيانيًا تحدد أولاً الثقوب وهى قيم 

*« التى يكون عندها كل من 200 و )© صفرًا . بعد تحديد الثقوب 


5 
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نقوم بتخفيض درجة (*)8 إلى أقل حدود . قيمة )2 بالصيغة المخفضة 
عند « المناظرة لثقب تعطى إحداثى ا للنقطة المناظرة للثقب 
طالما كانت (*)8 فى أدنى حدودها نعين كل من الخطوط المقاريبة 
والتماثئل والأصفار والجرء المحصور من (ا إذا وجدوا . ترسم 
الخطوط المقاربة بخطوط متقطعة ونوقع الأصفار والجزء المحصور من 
لا ونوقع عددا من النقط الأخرى لإيجاد كيفية اقتراب الرسم البيانى من 
شار الا /! أخيرا نرسم الرسم البيانى خلال النقط الموقعة 
مثال 3-19 : ارسم رسما بيانيًا للدالة الكسرية 
12101131 16 01 لامقعع 2 طءئائععا5 :3-19 عاتسودسر 


3 
درلع) 1 
7 )«) 


200 لها خطى مقارية رأسيين عند 1-* و 1--« وخط مقاربة أفقى 
عند 0-لإ وليس له ثقو ب نظرًا لأن بسط 800 ثابتا فلا يكون أصفار . 
نظرًا لأن 3-(2)0 فيكون الجزء المحصور من /ز هو (3-,0) . 

وقع الجزء المحصور من لا وارسم خطوط المقاربة بخطوط متقطعة . 
نعين بعض قيم 50 فى كل فترة من النطاق (1-,ه) , (21,1) , (» ,1) . 
«8)0 - )5 فيكون 202 متماثلا بالنسبة إلى محور لا . 


2 
22-1 د 


82)2(-8)-2 


لاحت .1ت 0 تت 
4 0 (0.5-)82-(2)0.5 


وقع (1 ,2) , (1 ,2-) , (4 ,0.5) , (4- ,0.5-) . باستخدام الخطوط المقاربة 
كحدود نرسم الرسم البيانى الموضح فى شكل 3-8 . 
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0 
شكل 3-8 


٠‏ الكسور الجزئية ك5دمناء1":2 [لدناسروط 
الكسور الكسرية 15211025 لهمه1*20 


32-1 
3+72-4ر 


كسرًا كسريا 

الكسور الحقيقية 1025اءع 12 «ع ه20 

الكسر الحقيقى هو ذلك الكسر الذى تكون فيه درجة البسط أكبر من 
أو تساوى درجة المقام . لذلك تكون 


42+ 1 7 22-3 
4-3 ++ 4 


507 
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الكسر غير الحقية هو الكسر الذى تكون فيه درجة البسط أكبر من أو 


62-9 +23 
2-2 
٠. 2 9‏ مه 
بالقسمة يمكن دائمًا كتابة الكسر الغير حقيقى كمجموع كثيرة الحدود 
وكسرًا حقيقيًا . 
0 2ديمرة 
3212-3 +12 سعد 9- 27046 
2+-22 2-2 


الكسور الجزئية 1085)ع1'2 ا[دتناروط 


يمكن عادة كتابة الكسر الحقيقى المعطى كمجموع كسور أخرى (تسمى 
الكسور الجزئية) وتكون مقاماتها أقل فى الدرجة عن مقام الكسر 
المعطى . 
مثال 3-20 : 

3-5 3-5 2 1 ْ 


لش د للب -ب إ ب سس لج 
حل 


2 1-ير (2-ع)(1-») 3«2+2-ت» 


النظريات الأساسية عددع«معط1' اهاسع تسد0دن”1 

يكن كان الكس الحقيى كتسدوح الكسور بيزقية يبيب التواعن النالية:: 

(1) عوامل خطية أى واحد منها غير متكرر . 
إذا وجد عامل خطى (6+<ة) مرة واحدة كعامل لمقام كسر معيسن 
فمناظرًا لهذا العامل نجمع كسرًا جزئيًا (0+ج«ه)له حيث كه ثابتا لا 
يساوى صفرًا . 
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مثال 3-21 : 
8 4 44 
سس عل لتك ليسم 
2-1 7+« (1-خ7()2جي) 


(2) عوامل خطية بعضها مكرر . 
إذا حدث العامل الخطى 6+ *ة عدد م من المرات كعامل لمقام 
كسر معين فمتاظر لهذا العامل اجمع م من الكسور الجزئية 
ل 2 اك هك 


ل 
م+جرج) 7[ مجبيرج) ط+:ج 


حيث مذ ,.... ,يذ , رذ ثوابت ومذهظ لا يساوى صفرا 8 


مثال 3-22 : 
,كه الءد3 
4#جع) 4جير 4([7جي) 


(3) عوامل تربيعية لا يتكرر أى واحد منها 


إذا وجد عامل تربيعى ٠ع‏ +<] + 2ه مرة واحدة كعامل لمقام كسر 
معين فمناظرًا لهذا العامل اجمع الكسر الجزئى . ظ 
8+هم 
+عط برع 


حيث ه ؛ 8 ثوابت وكلا هما ليس صفرا . 
ملاحظة : افترض أن ء + رط + تنه لا يمكن تحليلها إلى عاملين خطيين 
مثال 3-23 : 


عختقى, 5" 5 2-3« 
2+4ر 2-ير (4+:2ي)(2-«) 
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(4) عوامل تربيعية بعضها متكرر . 
© + عزط + 6ج 
إذا حدث عاملا تربيعيًا غير قابل للتخفيض عدد م من المرات 
كعامل لمقام كسر معين فمناظرا لهذا العامل نجمع م من الكسور 


8م 58 ر8 + ايه تلطه أن 
#إعج+عرط +ترة) #إع بيرط بترج) ع+برط +ترع 


حيث رذ , :8 ,2 يذ » و8 2 . . . » رذ » م8 ثوابتء مث 2 م8 
ليس كلاهما صفرًً . 
مثال 3-24 : 


برع 0+ 8+جعرم 1[ +»«2-4ي 
ان 1د 220 وري 
1 +كا+تىر 1(7جتس) ‏ 1+ذى (1جبرجتم)'(1+تم») 


إيجاد مفكوك الكسور الجزئية 
1 1121011 امتاموط عا ايلك 


بمجرد 'نعيين شكل مفكوك الكسور الجزئية تكون الخطوة التالية هى إيجاد 
مجموعة المعادلات الواجب حلها للحصول على قيم الثوابت المطلوبة 
لمفكوك الكسور الجزئية «بالرعم من أن مجموعة ؛ المعادلات تحتوىقى عادة 
على أكثر من ثلاث معادلات إلا أنه عادة ما كون سهد إيجاد قيمة 
واحد أو اثنين من المتغيرات أو العلاقات بين المتغيرات التى تسمح 
للمجموعة أن تخفض إلى حجم أصغر يسمح بحلها بأى طريقة معتادة . 


مثال 3-25 : أوجد مفكوك الكسور الجزئية ل 


01 051101م21م0ع06 102أع153 ل[212هم عطا لماط :3-25 عامط 


31+17 
(2+1»«) 1 2-ع2) 
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باستخدام القاعدة (2) . (3) من الجزء السابق يكون شكل المفكوك هو 


2 
لع 8 5 له _ 7+<3+«د3 


2+1 (2-ي») 2-»« (1ل2ج)22-ي») 


[2-:«)(طجيت) +( 1 +2)ه ما ! +:)(2-جام _ 3+7+:»3 
(1ا+ثم)] 2-غ) (2+1خ«)2-2(2) 


2ع + 402 - 023 + يراج وري + 24 < عو + 23:22 - 3)يرم - 7 + 32 + 3:2 
1ك + ع0[ - :)4 + 


+ )(410 - :)4 + ش) + 1[(:2 + 40 - 8 + م2 ) + 3«(© + ) 2 7 +3 +312 
((41 + 8 + ه2-) 


بمساواة معاملات الحدود المتناظرة فى كلا من كثيرات الحدود ووضع 
الآخرين مساويًا للصفر نحصل على مجموعة المعادلات لحلها 
0 > ) + م 


3 -24+8-40+2-. 
3 -45- 4+م 


24 + 8 + 45-7 


بحل هذه المجموعة نحصل على 1--<ه و 8<5 و09 1-© و 82-0 
فيكون مفكوك الكسور الجزئية 


على كسلاجتر 3+7+ »3 
2+1 2(2-ج) 5-2 (2+1م) 2( 2-ج) 
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5231113.771ع22آ 1 _مارا را/الالا 
منندى محلة الإبنسامة 


3.0010 لطح5ع] 5 . الالاثانانا 


فى هذا الفصل : : 


المعادلات . 

المعادلات الخطية . 

معادلات الخطوط . 

المعادلات الخطية الآنية . 

المتباينات . 

المحددات ومنظومات المعادلات الخطية . 


0 


ذ؟5كٌا>ك؟ »> 


ه المعاد لات 10101201025 


المعادللات هى نص تنساوى بين مقدارين يطلق عليهما الأطراف . المعادلة 
التى تكون صحيحة فقط لقيم معينة من المتغيرات (فى بعض الأحيان 
يطلق عليهم المجاهيل) المحتواة يطلق عليها المعادلات المشروطة أو 
ببساطة المعادلات . المعادلة التى تكون صحيحة لكل القيم المسموح 
بها للمتغيرات (أو المجاهيل) المحتواة يطلق عليها المتطابقات . 
نقصد بالقيم المسموح بها هى القيم التى تعرف أطراف المعادلة . 
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مثال 4-1 : تكون 5-8+« صحيحة فقط عند 3-* وعلى ذلك فهى 
معادلة مشروطة 3 

02011031 3 15 )ز ز3 دعر :10 لزاه عنما 5ز 8 ع 5 + عر :4-1 عامسروءدك]1 
مثال 4-2 : تكون (ر+ :)22 - ») -(2ر - *) صحيحة لكل قيمة « 2 ا 


زلا لمع كه د5عنلة للد 402 نزآده عن ذز (لا + 2)(يز - ع) د شير - تعر :4-2 عامسدودر 
.7م10 همه 15 ]1 


حلول المعادلة المشروطة هى قيم المجاهيل التى تجعل الطرفين 
متساويين . يقال أن هذه الحلول تجقق المعادلة . إذا كان هناك 


مجهول واحد فقط متضمنا فيطلق على الحلول جذور . حل معادلة يعنى 
إيجاد كل الحلول . 
على ذلك 2 - هو حل أو جذر للمعادلة 2»2+3-7 لأننا إذا عوضنا 
2 -* فى المعادلة نحصل على 7- 3+ (2)2 ويكون كلا الطرفين متساوياك 
أى أن المعاذلة قد تحققت . وبالمثل ثلاثئة (من كثير) من الحلول 
للمعادلة 4 -/ +22 هى 0-: , 4< زو 1-: . 2<لزو 2-5 و 6- -دلا. 
العمليات المستخدمة فى تحويل المعادلات 
5 1122151011115" ذا 50ئ'] 0(262210285) 
٠‏ إذا أضيفت متساويات إلى متساوبات كانت النتائج متساوية ولذلك 
كان 2-از-* فيمكننا إضافة ل إلى كلا الطرفين لنحصل على 2+ا-* . 
« إذا طرحت متساويات من متساويات كانت النتائج متساوية . لذلك 
إذا كان 2-5 +« وطرحنا 2 من كلا الطرفين نحصل على 3-* . 
© إذا ضربت متساويات فى متساويات كانت النتائج متساوية ولذلك 
إذا ضرب طرفى 7 - ب(1/4) بالعدد 4 'نكون النتيجة 822 - نا . 
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٠‏ إذا قسمت متساويات على متساوبات فتكون النتائج متساوية بشرط 
عدم القسمة على صفر 1 
لذلك إذا قسم طرفى 12--«4- على 4- نحصل على 3-». 

« رفع متساوبات إلى نفس القوة تكون متساوبة لذلك إذا كان 
(/25/)01 7-2 فيكون 452.1/8-:2/)1/2((2) 12-2 . 

« جذور متساوية لمتساويات تكون متساوية . 


ا كان 33ت فإن 1377 
إذا كان كم فإن د -: 


. معكوس المتساويات متساوية بشرط عدم حدوث معكوس لصفر‎ ٠ 
. «-3 لذلك إذا 1/3 -غ/1 فتكون‎ 
القوانين 5دانتدمه"1‎ 
. القانون هو معادلة تعبر عن حقيقة عامة أو قاعدة أو مبدأ‎ 
قمثلاً فى الهندسة القانون 4-2 يعطى مساحة الدائرة ه بدلالة‎ 
. + نصف قطرها‎ 
- 32.2 8/6 حيث ع تكون تقريبًا‎  5- )1/2(8/ فى الطبيعة القانون‎ 
يعطى العلاقة بين المسافة 5 بالقدم الذى يسقطه غرض سقوطا حرا من‎ 
. السكون خلال زمن : بالثانية‎ 
حل قانون لأحد المتغيرات يبشتمل على إجراء نفس العمليات لكلا‎ 
طرفى القانون حتى يظهر المتغير المطلوب على طرف واحد من المعادلة‎ 
. وليس كلا الطرفين‎ 
المعادلات كثبرة الحدود 2010585 نان1 [دنسدمم2012‎ 
الحد الأحادى هو عدد من المجاهيل « ,لا, 2 ... لها الشكل “ره‎ 
حيث الأسس م . و . * , .... إمأ موجبة أو صفر والمعامل ه مستقل‎ 
5 ل اى,‎ 
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عن المجاهيل . يطلق على مجموعة الأأسيين ..... +ع +و+م درجة الحد 
فى المجاهيل غ3 الا وم 


مثال 4-3 : *(32220,)1/2 , 6 كلها حدود أحادية . 322 لها درجة 2 
فى « » 3 فى 2 , 5 فى كلا ,2 . 


ثيرة الحدود فى مجاهيل مختلفة تشتمل على حدود كل منها كسرية 


وصحيحة . درجة كثيرة الحدود هذه تعرف بأنها درجة الحدود ذات 
الدرجة الأعلى . 
مثال 4-4 : 3 + برق - “تور + وكرترخ هى كثيرة الحدود من الدرجة 3 فى 
* ء 4 فى لاء 7 فى كل من ا. 2 و 6 فى كل من * , 2 و 8 فى كل 
من « » ل عاللاء 


مذ 4 ,ا هذ 3 عمموعل 2ه لمتصاممترام د دز 3 + عرق - توبور + وكوثر3 :4-4 عامصسمركر 
320 ,لز ,ع 18 8 3250 ,2 لقة 2 18 6 ,2 20ة ل 11 7 ,2 أ 7 ,2 15 5 ولا 


يمكن كتابة المعادلة كثيرة الحدود من الدرجة « فى المجهول * كالآنى : 
0غ م8 0 2 يج + ين هج ههه + "كارع + "كيه 
حيث وه » ,3 2 ... » ,ة ثوابت معلومة و 2 عدد صحيح موجب . 
كحالة خاصة ترى أن 
0 > ب +كمة أو 0 >- 6+ جه 
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0 يق + <بج + ثكرة أو 0 2ع + برط + تيرج 
من الدرجة 2 (معادلة تربيعية) 
00> يه + كيه + كارع + ثكية 


11 المعادلات الخطية 2)1555نان1 “توعد‎ ٠ 
6 المعادلة الخطية فى مجهول واحد لها الشكل 2+65-0ه حيث 0 * ه2,‎ 
. :<--6/8 كلاهما ثابتا . حل هذه المعادلة يعطى‎ 

عندما لا نكون المعادلة الخطية فى الشكل 0 - ( + ينه فئيسط 
المعادلة بضرب كل حد بالمضاعف المشترك الأدنى لكل الكسور فى 
المعادلة أو إزالة الأقواس أو تجميع الحدود المتشابهة . فى يعض 
المعادلات نحتاج إلى إجراء أكثر من واحد من الإجراءات . 
مثال 4-5 : حل المعادلة 32-6 - (1 +22 - 8 +« لإيجاد « . 


.* 105 6 - 3 - (1 + )2 - 8 + ع م15غدناوء عط عاأ50 :4-5 عامصدع] 


نزيل الأقواس أولاً 3-6 -(1 + »)2 - 8 +» 
نجمع الحدود المتشابهة 2-6 -2 -22 - 8 + » 
نبسط المعادلة 3-6 6+ ير 
نضع الأن الحدود المتغيرة فى أحد «3 - 3-6 >3 - 6 + ير 


أطراف المعادلة لعزل الحد المتغير فى 
أحد أطراف المعادلة نفسها . 
بسط المعادلة السابقة 6- - 6+ 4 
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اطرح 6 من كل طرف للمعادلة 6-6-6-6+«4- 
لنحصل على الحد المتغير.بأحد 


أطراف المعادلة 

بسط المعادلة السابقة 2--#ع4 
أخيرً اقسم كل طرف بمعامل المتغير د بي 
وهذا المعامل هو 4 . 

الآن اختبر الحل فى المعادلة الأصلية . 3-» 


اختبار علءعط0) 
علامة الاستفهام تدل على عدم 6-(3)3-<(3+8-2)3+1 
معرفتنا نمامًا أن الكميتين متساويتان 
11-2)4-9-7 
11-8-7 
اختبر الحل 3-3 
المسائل الكلامية وددء1 0< 17500 
عند حل المسائل الكلامية تكون أول خطوة هى تحديد ما يجب 


إيجاده . الخطوة التالية هى ترجمة الشروط المنصوص عليها فى 
المسألة إلى معادلات أو تحديد القوانين التى تعبر عن شروط المسألة . 


الحل للمعادلة هو الخطوة التالية . 
مثال 4-6 : إذا كان محيط مستطيل هو 8 8 . وطوله أطول من عرضه 
بمقدار 14:0 . ما هى أبعاد المستطيل ؟ 


5 طاعوع! عط لصة درعاعم 68 ذا معأعمماءة: 2 1ه ععاعمرامعم عط 11 :4-6 عامصسوجسآ 
7( ع 56 01 0112611510115 عغطا عقة أقط/7ا ,ل1/ة غطا مقطا :2201 كتعاعم 14 
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ليكن *ا عدد أمتار العرض فيكون عدد أمتار الطول 14 +» . 
8 - [7 + (14 + 2809 
8 - 20 + 28 + 208 
8 - 28 + بر4 
0 - بتك 
0 -ح بن 
4 - 14 + بن 


المستطيل طوله 24:0 وعرضه 10:8 . 


مثال 4-7 : كم عدد اللترات من الكحول النقى يجب إضافته إلى 5:هاذا 15 
من 609 محلول كحول لنحصل على محلول 8006 من الكحول ؟ 


1655 15 0 20060 عط أذنتده أمطامع1ج عتكنام 01 ذنث)1! لإمممم بصو :4-7 عامدسدءعءراآ 
(0 أوطمع31 8040 طة قتقاطه 0 1095]نا[ه5 [مطمكع21 0123-6096 


نظا لأن مجموع مقدار الكحول فى (15 + ه0800 - (0.60)15 + هم 
الكميتين يكون مساويًا لمقدار الكحول 
فى المخلوط 
2 + م0.8 - و جم 
3 > 0.20 
15 م 
٠‏ معادلات الخطوط 5عدذا 01 1011261025 
ميل الخط عداءآ 2 01 م510 
المعادلة ن - برط + عه حيث كلا من ه و ط معا لا يساويان صفدًا وهوط 
81 - 
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وء أعداد حقيقية هى الشكل القياسى (العام) لمعادلة خط . الميل ‏ 
لخط يمر بالنقطتين ((لا,,5) , (رلا.ر*) يعرف بالنسبة بين تغير لا مقارنة 


بتغير < أو 
1 لا لا ماعممدطه 585 
بغ يغ ا« مأعع8مقطء 

مع وغ # با . 


مثال 4-8 : ما هو ميل الخط 42-12 -»3 ؟ 

(9 - 499 - عرد عص1! عط كه عمه51 عط 15 عمط /لا :4-8 علمسددع] 
نحتاج أولاً إلى إيجاد نقطتين تحققان معادلة الخط 12-/4-»3 . إذا 
كان 0-« فيكون 12 -/4 - (3)0 و 3--ز لذلك أحد النقط هى (3-,0) 
إذا كانت 4--« فيكون 42-12 -(3)4 و 6--<-2ز. لذلك تكون (6-,4) 
نقطة أخرى على الخط . 


3 (6ح-ت ‏ لالنقا دو 
4 0-4 بيغ 0 


ميل الخط 12 -/49-«3 هو ع 
« الميل الموجب يعنى أنه عند زيادة <« نزيد ا1.. 
« الميل السالب يعنى أنه عند زيادة * :تقل لا . 
٠«‏ الخط الأفقى ٠‏ -/1 حيث« ثابت له ميل صفر . 
« الخط الرأسى ا -« حيث « ثابت ليس له ميل 
أى أن الميل غير معرف . 

صيغة الميل والجزء المحصور لمعادلة الخط 

عقآرلا 2 01 1011201011 01 ددعه"! أررعء"ء)2لا-عم10د 
إذا كان « ميل خط والجزء المحصور من لاز هو (ط ,0) فيكون لأى 
نقطة (لا,*) على الخط بحيث 0 ** : 
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طحلا ل / 5 
م ح ور او ط+ عم د بل 


صيغة الميل والجزء المحصور لمعادلة خط ميله 15 . 6 جزء محصور 
من لا هو 2+6 - نا . 
مثال 4-9 : أوجد معادلة خط ميله 4- والجزء المحصور من لا هو 6 . 
.6 أمعع12]67 لا لمة 4- عغمه510 غثلزا عم[ عط 1ه «ممأقنوء عط لمالط :4-9 عامسسوورم 
ميل الخط 4 فيكون 4- - « والجزء المحصور 6 فيكون 6 - م 1 
بالتعوبض فى +22 لا نحصل على 42+6- ل لمعادلة الخط . 
صيغة الميل ‏ نقطة لمعادلة الخط 
ع آلآ 2 01 21605 نظا 01 هآ غدرزه1-عم510ك 
إذا كان ميل خط 2 ويمر خلال النقطة (لا.*) فنحصل لأى نقطة (لا ,»6 
على الخط على (؟ - 0/0لا - ) دمر و (*-*)م -(ز-9) . تكون صبغة 
الميل نقطة لمعادلة الخط هى (* - 502 - إلا -لا . 
مثال 4-10 : اكتب معادلة الخط الذى يمر بالنقطة (2-,1) وميله 2/3- . 
0122م عطا طعنامغط] 5518م 1122 عط 01 2102 ناوء عط عغن717 :4-10 ع1 موعدم 
3- عمه51 عوستحكقط لجد (2- ,1) 
نظرًا لأن (2-,1) > (رلاى») , 2/3- -2 فنعوض فى (,* - «)2 - إلا - لا 
لنحصل على (1 -2/302- 2 + لا بالتبسيط نحصل على (1+ع)2- -<(2 +300 
وأخيزًا 4 د نرة +:2 . 
صيفة النقطتين لمعادلة الخط 
ارا 2 01 101120108 01 101151 أستوط-و؟1]7' 
إذا مر الخط خلال نقطتين (,لا.,*) ء (رلا,,*) فيكون ميله 
(,؟ - يع) /0رلا -رلا) دم إذا كان 6 ,ا . بالتعويض فى المعادلة 
(,* - 30 - ,لا - لا نحصل على 
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وم لش د وت 
*» ب رك ال 


صيغة النقطتين لمعادلة الخط هى 


ست كا وس 


إذا كان ,« * ي« . 
« إذا كان ,« يا نحصل على الخط الرأسى ,« -« . 
« إذا كان إلا يلا نحصل على الخط الأفقى ,ل - "ا . 
مثال 4-11 : اكتب معادلة الخط المار خلال (3,6) , (4,4) . 
.(4 ,4-) 20ة (6 ,3) 5128كةم 1126 عط 01 2)000ناوة علا مالعالا :4-11 عامسمدما 
ليكن (6 ,3) > (رلاى,*) + (4 ,4-) > (رلا ,ي) ثم عوض فى 


يم 4-6 
-0-00- 


(3 - 202 > (6 - 709 
6 + 2- > 42 + 79 
6- - 21-78 
معادلة الخط خلا ل النقطتين (3,6) » (4,4-) هى 36- < 2-78 . 


صيفة المقطعين لمعادلة الخط عضرا 2 01 132002 01 دده]1 أررعءمعاس1 


© 
0 


نم 


إذا كان لخط جزء محصور ل « هو وجزء محصور ل لززاهو 6 
فسيمر خلال النقط (0 ,2) ء (ط ,0) معادلة الخط هى 


ديو لاخلاووب 
)0 0-2-6-0 3 


إذا كانت 0 والتى تختصر إلى 5د - بره + ه إذا كان كلا من ه,ه 


ابسن ةر اشعال على 
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24+21 
إذا كان لخط جزء محصور ه لمحور * وجزء محصور 6 لمحور لا 
وكان كلا من 6,2 ليس صفرا فتكون معادلة الخط هى 
[[- بك 
مثال 4-12 : أوجد الأجزاء المحصورة للخط 12 -/(3-»4 . 
12 38-2 - عاك عم1! عطا 01 قاأامعع2عام1 عط 1020 :4-12 عا مودس 


وتسم المعادلة 12<-:3-«4 على 12 لنحصل على 


د دبع 
د 4 3 


فيكون للخط 12 -39 - »4 جزء محصور ل »هو 3 وجزء محصور ل بو 
هو 4- . 
٠‏ المعادلات الخطية الآنية 
5 ' 111621.آ 51111111121160115 

منظومة من معادلتين خطيتين آنيتين 

5 1122621رطآ 170 01 575613215 
المعادلة الخطية فى المتغيرين »,لا تأخذ الصيغة ع-<ط + ينه حيث 2 , طرء 
ثابت و 8,8 ليس كلاهما أصفار . إذا اعتبرنا اثنين من هذه المعادلات 

بع > لإرط + به 

© > لاو + كاية 
فنقول أننا حصلنا على معادلتين آنيتين خطيتين فى مجهولين . أو منظومة 
من معادلتين خطيتين أنيتين فى مجهولين . يطلق على زوج القيم *,لا- 
(,*) - التى تحققق هانين المعادلتين الحل الآنى للمعادلات المعطاة . 
لذلك الحل الآنى للمعادلتين 7-/1+» و 3-/ا-< هو (5,2) . 
موضح هنا ثلاث طرق لحل مثل هذه النظم للمعادلات الخطية 
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٠‏ الحل بالجمع أو الطرح . إذا لزم ‏ اضرب المعادلات المعطاة بالأعداد 
التى نجعل معاملات أحد المجاهيل فى المعادلات الناتجة متساوية 
عدديا . إذا كانت إشارات المعادلات المتساوية مختلفة فاجمع المعادلات 
الناتجة . إذا كانت إشارات المعادلات متمائلة فاطرح المعادلات . 


و 


مثلا . اعتبر المعادلتين : 


4 -خ-2 (1) 
3- 29-2 + » (2) 
احذف /ا بضرب (1) فى 2 ثم جمعها على (2) لنحصل على 
ش 8-بو-يي4ه : (1) 2 


2980-3 +ع : )2( 


1[ 2غ إي 35خ 52 : بالجمع 
عوض 1 -* فى (1) واحصل على 2-7-4 أو 2- - /زز . فيكون الحل 
الآتى ل (1) و (2) هو (1,2) . 
اختبار ضع 1 -* , 2-<2 فى (2) لنحصل على 3--(222 +1 أو 3- - 3- 
ه الحل بالتعويض أوجد قيمة أحد المجاهيل بدلالة المجهول الآخر فى 
واحد من المعادلتين المعطيتين وعوض هذه القيمة فى المعادلة الأخرى . 
كمثال ‏ اعتبر المنظومة (1) و (2) السابقة من (1) احصل على 4 -»2 - لا 
وعوض هذه القيمة فى (2) لنحصل على 3- -<(4 -<«2)2 +« والتى 'تؤول 
إلى 1-* . ضع 1 -* فى أى من (1) أو (2) لنحصل على 2- - لا . 
الحل هو (2-,1) . 
« الحل البيائئ ارسم المعادلتين بيانيًا لنحصل على خطين مستقيمين . 
الحل الآنى يعطى بالإحداثيات (ا,*) لنقطة تقاطع هذه الخطوط . 
شكل 4-1 يوضح أن الحل الآنى ل 4--»22 (1) و 3- - بر2 + « (2) 
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هو 1-« , 2--نر ويكتب أيضا (2-,1) . 


المعادلات المتفقة 
4 -ر- عت (1) 
شكل 4-1 3- - بإ2 + + (2) 


إذا كانت الخطوط متوازية فتكون المعادلات غير متفقة ولا يكون لدينا 
حلا آنا . 


مثلا : 2-لا+*(3) ,. 2-8 +2 (4) يكونان غير متفقتين كما هو 
واضح فى الشكا 4-2 . 


المعادلات غير المتفقة 
2 + بر(3) 
2-8 +2 (4) 


شكل 4-2 
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1067646111 5 


1 ح بير +ج (5) 
4 ت بر4 + ع4 (6) 


شكل 4-3 
تمثل المعادلات الغير مستقلة بنفس الخطوط لذلك تكون كل نقطة على 
الخط ممثلة لحل ونظرا لأنه يوجد عدد لانهائى من النقط فيكون هناك 
عدد لا نهائى من الحلول الآنية » مثلا 1-/ز +« (5) , 4 - 4 + ««4 (6) 
تكونا غير مستقلتين كما هو واضح من شكل 4-3 . 
المنظومات من ثلاث معادلات خطية 
5م «تعصارا ععدط!' 01 كتترء )ه57 
تحل المنظومة المكونة من ثلاث معادلات خطية فى ثلاث متغيرات 
بحذف أحد المجاهيل من أى اثنين من المعادلات ثم احذف نفس 
تمثل المعادلات الخطية فى ثلاث مجاهيل مستويات ويمكن أن 
تنتج مستويين اثنين أو أكبر من المستويات المتوازية وبذلك يكونوا 
غير متفقتين وليس لها حل . يمكن أن تنطبق القلاث مستويات أو 
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نتقاطع الثلاث مستويات فى خط مشترك وبكونوا بذلك غير مستقلتين . 
يمكن أن تتقاطع الثلاث مستويات فى نقطة واحدة مثل السقف 
والحائطين المكونين لركن فى غرفة وتكون المستويات متفقة . 
تكون المعادلات الخطية فى ثلاث مجاهيل بالصورة 4- 2ع + بإ + ينه 
حيث 0,5.3,ل أعداد حقيقية وليست كل الثلاث ه,ط,ء صفرًا . إذا 
اعتبرنا ثلاث من مثل هذه المعادلات . 
بك > شرع + لإرط + كارج 
يل > تيء + لإرط + كاية 
يل > وه + لاوط + كابة 
وأوجدنا قيم (2,ا,*) التى تحقق كل المعادلات الثلاث فنقول إننا 
حصلنا على الحل الآنى لمنظومة المعادلات . 
مثال 4-13 : حل منظومة المعادلات 
5 ]0 5613لا5 16 50176 :4-13 عامصودطآ 
4 - 4 + لا5 + »2ه (1) 
32-1 +ع4 ب+ي )2( 
2-38-2525« (3) 


تنتحدذف أولا من )1( 6 )2( ثم من )2( و )3( 


1[ -<+3 +480 +ي» 4 - ج42 + لإزذ + 2 
5- - ج27 +39 + 2 - 2 - 89-62 - 21- 
4 - 52 + و7 )5( 31-22-2- )4( 


نحذف الآن ‏ من (4) . (5) 
0 - 102 -/159- 
8- - 102 + 148 
2-<ت را 6( 
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نحل (6) لنحصل على 2- -لا . بالتعوبض فى (4) أو (5) نحل ل 2 . 
04١ 30-2-2222‏ 
2 -6-22+ 
4- - 27- 


2 2 


بالتعويض فى (1) أو (2) أو (3) نحل ل « . 
4 - (4)2 + (2-)5 + 2 )1( 
4 - 8 +10 -*«2 
4 >2 - 21 
6 غ2 


3 > 
حل منظومة المعادلات هو «(2 ,2-,3) . 
نختبر الحل بتعويض النقطة (2,3-,2) فى المعادلات (1) , (2) , (3) . 


4 - (4)2 + (2-)5 + (2)3 )01 
4 - 8 +10 -6 
4-4 
1 -(3)02+(2-)4 +3 )2( 
61+ 3-8 
1-1 
5 >2 -(2-)3 -3 )3( 
5 ->3+6-4 
5-5 
بذلك (2,3-,2) تكون صحيحة فى كل معادلة من المعادلات القلاث 
وهو إجابة المسألة . 
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٠‏ المثباينات 21115 نانع12 
المتباينة هى نص أن أحد القيم الحقيقية أو المقادير أكبر أو أصغر من 
قيمة حقيقية أو مقدار آخر . يدل ما يلى على معنى إشارة المتباينة . 
(1) 6< تعنى « 2 أكبر من 6 » ( أو 2-6 عدد موجب ) . 
(2) >2 تعنى « 2 أصغر من 6 » ( أو 2-6 عدد سالب ) 5 
(3) 6< تعنى « ه أكبر من أو تساوى ٠‏ » . 
(4) ك3 تعنى « 2 أصغر من أو تساوى ٠‏ » . 
(5) 0>3>2 تعنى « 2 أكبر من صفر ولكن أصغر من 2 » : 
00 2 >* > 2- نعنى « « أكبر من أو تساوى 2- ولكن أقل من 2 » 5 
تكون المتباينة المطلقة صحيحة لكل القيم الحقيقية للحروف المحتواة. 
مثلا 1-<3-5(2) تكون صحيحة لكل القيم الحقيقية ل 2 و 6 نظرًا لأن 
مربع أى عدد حقيقى يكون موجبًا أو صفرًا . 
تكون المتباينة المشروطة صحيحة فقط لبعض القيم المعينة للحروف 
المحتواة . لذلك 5<13-*« تكون صحيحة فقط عند « أكبر من 8 ١‏ 
المتباينات <٠‏ و 04<ه لها نفس الإشارة . المتباينة 6< و /لإا>» 
ليس لها نفس الإشارة . 


قواعد المتباينات د5ع1)1ذ[دناوعس1 04 دعامرنعسعط 


(1) لا تتغير إشارة متباينة إذا أزيد أو أنقص كل طرف بنفس العدد 
الحقيقى . يلى ذلك أنه يمكن نقل أى حد من أحد جوانب 
المتباينة إلى الجنب الآخر بشرط تغيير إشارته . لذلك إذا كان 
6< فيكون ه٠ء+6<ع٠+ه‏ وع-ط<ع-2 و 0<-2. 

(2) لا 'تنغير إشارة المتباينة إذا ضرب أو قسم طرفاها بنفس العدد 
الموجب . لذلك إذا كان 6< و 0< فإن 
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مما < ها و 2 


(3) نعكس إشارة المتباينة إذا ضرب كل طرف أو قسم على نفس العدد 
السالب . لذلك إذا كان <١‏ و 8>0 فإن 


طعا > وا 7 2 


ماج 


4( إذا كانت <١‏ و ه,ط,ه موجبين فإن "6<" ولكن "*38">65 . 
مثال 4-14 : 
(5<4)1 فيكون 532<47 أى 64< 125 ولكن 


3 > 53 أو 


مطل 


ل 
204 125 
(ب) 16<9 فيكون 5 7 أى 4<3 ولكن 


02 16-12 أو 


)5( إذا كان ط<ه و 4<عء فإن (ل +(0) < ( + 8) . 


(6) إذا كان 0<ط2<6 و 0<0<ء فإن 50<نة . 


متباينات القيم المطلقة 5غ1)1[دددوعم1 عساد؟٠‏ عأداموط4م 

القيمة المطلقة لكمية نمثل المسافة من الصفر على خط الأعداد لقيمة هذا 
المقدار . عندما يكون ١‏ - [|2-»| حيث 0<( فنقول إن الكمية ه - * 
تبعل عن 0 مقدار ط من الوحدات يمين الصفر أو 8 - * تنبعد من 
الوحدات يسار الصفر . عندما نقول إن د< |ه-عا حيث ٠<0‏ فتكون 
8-» على مسافة من 0 أكير من م . لذلك 2<6-غ أو م->2-» بالمثل 
إذا كان ط> [|ج-يعا حيث 5٠<0‏ فيكون 2 -* على مسافة من 0 أقل 
من 6 . لذلك -* تقع بين ١‏ من الوحدات أقل من 0 (أى 6) و ٠م‏ 
من الوحدات أكبر من 0 . 
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مثال 4-15 : حل كل من المتباينات التالية فى * 
105 211165ناو126 ع5غطا 01 تاعدء 50126 :4-15 عادسصردير] 
أ ) 3|<4-»م| (ب) 7> |4+-| 
(ج ) 3- > |5 - »ا (د ) 5-< |5-| 
(1أ) 3|<4-خ| فتكون 3<4-» أو 4->3- لذلك 7<« أو 1- > » 
فتكون فثئة الحل هى (,7) لا (1-,) ( حيث لا تمثل اتحاد 


(ب) 7> |4+ع| فيكون 7> +« > 7 ولذلك 3>* > 11- وتكون فترة 
الحل (211,3) . 


(ج ) 3- > |5-*| نظرًا لأن القيم المطلقة للأعداد تكون دائمًا أكبر من 
أو تساوى صفرًا فسوف لا تكون هناك قيمًا لتكون القيمة المطلقة 
أصغر من 3- , لذلك لا يوجد حلا ونكتب © لفترة الحل . 

( د ) 5-<|3+»| نظرًا لأن القيم المطلقة تكون دائمًا على الأقل 
صفرًا فتكون دائما أكبر من 5- . فيكون الحل هو كل الأعداد 
الحقيقية ولفترة الحل نكتب (« ,.) . 

المتباينات من درجة أعلى 21115 داوءه1 ععروء1 «عاع 111 

حل المتباينات من درجة أعلى تماثئل حل المعادلات من درجة أعلى : 

فيجب دائما مقارنة المقدار مع الصفر إذا كانت 1)20<0 سنكون مهتمين 

بقيم * التى تجعل حاصل ضرب أو خارج قسمة العوامل موجبًا فى 
حين أنه إذا كان 0 >(« فسنرغب فى إيجاد * التى تجعل حاصل 

ضرب وخارج قسمة العوامل سالبًا . 

إذا كان (؛ مقدارا تربيعيًا فسنحصل فقط على عاملين لاعتبارهم , 
وبمكن إجراء ذلك باختيار الحالات اعتمادا على الإشارات الممكنة 
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للعاملين والتى سينتج عنها إشارة المقدار المطلوبة . عندما يزداد عدد 
العوامل فى (*)1 بواحد فسيتضاعف عدد الحالات الواجب اعتبارها . 
لذلك يكون عدد الحالات 4 عندما يحتوى على 2 عامل ويكون هناك 
8 حالات عندما تكون العوامل 3 وهناك 16 حالة عند 4 عوامل فى 
كل مرة نصف الحالات تؤدى إلى مقدار موجب ونصف يؤدى إلى 
مقدار سالب . لذلك فسريعا ما تصبح طريقة الحالات طويلة جدا . 
هناك طريقة بديلة لطريقة الحالات وهى طريقة مخطط الإشارات . 
مثال 4-16 : حل المتباينة «8 > 15 +2 . 
>8 > 15 + 2 نإ ل[دناوعم عط عنناه5 :4-16 عامتسصفدظ 

المتباينة «8 > 15 + ** تماثل 0 > 15 + «8 - *»« و 3(08-5(>0 -*) وتكون 
صحيحة عندما يكون حاصل ضرب 3(3 - ») و (5 - *) سالا . القيم 
الحرجة لحاصل الضرب هى القيم التى تجعل هذه العوامل صفرًا . 
وهى تمثل أين نتغير إشارة حاصل الضرب . 

توضع القيم الحرجة ل *« وهى 3 على خط الأعداد لتقسمه إلى 
ثلاث فترات . نحتاج إلى إيجاد إشارة حاصل ضرب (3-*) و (5-*) 
فى كل من هذه الفترات لإيجاد الحل (انظر الشكل 4-4) . 


0 ل 0 لكشن 
- : - 2-5 


١‏ 5' + ورعاطمرط 


شكل 4-4 
نرسم خطوطًا رأسية خلال كل قيمة حرجة وترسم إما متقطعة أو متصلة . 
يدل الخط المتقطع على أن القيمة الحرجة ليست فى الحل والخط 
المتصل على أن القيمة الحرجة فى الحل . 
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الإشارات فوق خط الأعداد هى إشارات العوامل ونوجدها باختيار 
قيمة اختياربة فى الفترة كقيمة اختباربة وتحديد ما إذا كان العامل 
موجبًا أو سالب للقيم الاختيارية . للفترة على يسار 3 اخترنا 1 كقيمة 
اختبارية وعوضناها فى 3-« لنرى أن العامل يكون 2- فسجلنا إشارة 
- وللعامل (2-5) كانت القيمة 4- فسجلنا أيضًا إشارة . للفترة بين 3 و 
5 نختئار أى قيمة ولتكن 3.5 لنجد (3 - ») موجبة و (5 - *) سالبة . 
وأخيرًا فى الفترة يمين 5 اخترنا القيمة 12 لنجد أن كلا من 3 -او 
5 -* موجيًا . تحدد إشارة المسألة المكتوبة ونكتب تحت الخط و فى 
كل فترة بواسطة إشارات العوامل فى هذه الفترة . إذا كان عدد زوجى 
من العوامل فى حاصل الضرب أو خارج القسمة ساليًا كان حاصل 
الضرب أو خارج القسمة موجبًا . إذا كان عدد فردي من العوامل 
سالبًا فيكون حاصل الضرب أو خارج القسمة سالبًا . 

نختار الفترات التى نحقق مسألتنا 3(02-5(>0 -») لذلك نختار الفترات 
ذات الإشارة السالبة فى مخطط الإشارات . فى الفترة بين 3 . 5 تكون 
المسالة سالية (انظر شكل 4-4) ولذلك فالحل يكون فى الفترة (5 ,3). 
استخدمت الأقواس لتدل على أن 3 و 5 ليست داخلة فى الفترة وقد عرفنا 
ذلك لأن الخطوط الحدودية كانت متقطعة . أما إذا كانوا داخلين فى 
الحل فكنا نستعمل قوسا مربعًا بدلاً من القوس العادى عند نهاية الفترة 
تالا ك3 .. 
حل «8 > 15 + 5 هو الفترة (3,5) 
مثال 4-17 : حل المتباينة . 

/1ل120113 عطا 5017 :4-17 عامسويداآ 
2-3 


0: تلت 
(4+غ*)ع 

نقارن المتوالية مع 0 ونحلل البسط والمقام لنرى أن القيم الحرجة 
95 ل 
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للمسألة هى حلول 0-« . 3-0-« , 4-0+« وهى 2-0 و 3 -*#او 
-* . نظرًا لوجود ثلاث قيم حرجة فسيقسم خط الأعداد إلى أربعة 
فترات محددة كما هو موضح بالشكل 4-5 . 


اند 0 + حم مع اطمعم2 


شكل 4-5 


الإشارات أعلى الخط هى إشارات كل عامل فى الفترة . الإشارة 
أسفل الخط هى إشارة المسألة وتكون + عندما يكون عدد زوجى من 
العوامل سالبًا و - عندما يكون عدد فردى من العوامل سالبًا . نظرًا لأن 
المسألة تستخدم إشارة < فالقيم التى تجعل النسط عقا توق هلا 
وبرسم خطًا منتصلا خلال 3 . نظرًا لأن 0 , 4- يجعل مقام الكسر صفرا 
فلا يكونوث خلا ونرسم خطا متقطعًا خلال 0 , » 4- (انظر شكل 4-5) . 

لأن المسألة تشير إلى أنه مطلوب قيم موجبة أو صفر فسنرغب فى 
المناطق ذات الإشارة + فى مخطط الإشارات . لذلك سيكون الحل 
هو الفترات (4,0) و (ه,3] ويكتب الحل فى الصورة («,3] لا (0 ,4) . 
لا تشير إلى اتحاد الفترتين . لاحظ أن القوس المربع ] قد استخدم 
لأن القيمة الحرجة داخلة فى الحل والقوس ( دائمًا ما يستخدم لجانب 
المالانهاية - لأى فترة . 


المتباينات الخطية فى متغيرين 
5 7 1350 11 12011211165 "1223رآ 


يشتمل حل المتباينات الخطية فى متغيرين *.لا على كل من (ل ,*) 
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التى تحقق المتباينة . نظرًا لأن المعادلة الخطية تمثل خطا فإن 
المتباينة الخطية هى النقط الواقعة على أحد جوانب الخط . نقط 
الخط تكون محتواه عند استخدام إشارة < أو 5 فى نص المتباينة . 
عادة ما نوجد حلول المتباينة الخطية بالطرق البيانية . 

مثال 4-18 : أوجد حل 3>/-<2 . 

.21-53 105 1015اناآه5 عط 1120 :4-18 عامسددعكآ 
نرسم الخط المتعلق بالمتباينة 3 5 لا - 28 وهو 3 - ( - 28 . نظرًا 
لاستخدام الرمز > فيكون الخط جزءا من الحل ونستخدم خطا متصلا 
للدلالة على ذلك (انظر شكل 4-6) . 

إذا كان الخط ليس جزءا من الحل فنستخدم خطًا متقطمًا للدلالة 
على ذلك . نظلل المنطقة على أحد جوانب الخط حيث النقط هى حلا 


0 


2/111 
ل 


-5 


لا 
إد 


ع 
3 


7 


اج < ١‏ 
6 
. و 
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للمنباينة . تحديد منطقة الحل يكون باختيار تقطة اختبار ليست واقعة 
على الخط . إذا حققت نقطة الاختبار المتباينة تكون كل النقط على هذا 
الجانب من الخط موجودة فى الحل . إذا لم تحقق نقطة الاختبار المتباينة 
فلا تكون أى نقطة على هذا الجانب من الخط موجودة فى الحل . لذلك 
تكون نقط الحل فى الجانب الآخر من الخط من تقطة الاختبار . 

النقطة (28)2,4 ليست على الخط 2-3 -«2 لذلك يمكن استخدامها 
كنقطة اختبار . بتعويض «(2,4) فى المتباينة 3 كلا-«2 نجد 4>3-(2)2 
وهذا صحيحا نظرًا لأن 053 . نظلل جانب الخط المحتوى على نقطة 
الاختبار (2,4) للإشارة إلى منطقة الحل . إذا كنا قد اخترنا (2- ,0)5© 
وعوضنا فى 2-753 وكنا قد حصلنا على 53 12 وهذا غير صحيح 
ولكنا ظللنا الناحية الأخرى من الخط عن © . هذه هى نفس المنطقة التى 
وجدناها باستخدام النقطة < . 


حل 22-153 موضح بالشكل 4-6 وبشتمل على المنطقة المظللة 
والخط . 


منظومات المتباينات الخطية 211165 داعوعم1 «مدعصاءآ 014 كعدرعاورك 


إذا كان لدينا متباينتين أو أكثر فى متغيرين فتقول أنه لدينا منظومة 
من المتباينات الخطية وحل هذه المنظومة هو تقاطع ‏ أو المنطقة 
المشتركة ‏ مناطق الحل للمتياينات . 
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مثال 4-19 : حل منظومة المتباينات 1<3+<2 و 1->(2-: . 
1->28 -< 320 3 < بز + )2 211)165نانوع12 01 تلتعأولز5 عطا ع0لأ50 :4-19 عالمسدوركاآ1 
نرسم المعادلات المناظرة 3-/1+<2 و 1--20 -* على نفس المحاور . 
الخط 2-3 +2 يكون متقطعا نظرًا لأنه غير محتوى فى 3 < لاإ + 2 
ولكن يكون الخط 1--29 -* متصلا نظرًا لأنه مُحتوى فى 1-> 287 -* . 

الآن نختار نقطة اختبار مثل (0,5) ليست واقعة على أى من الخطين 
ونحدد إلى أى جانب من كل خط لنظلل ونظلل فقط المنطقة المشتركة . 
نظرًا لأن 3< 5+(2)0 صحيحة فتكون منطقة الحل إلى يمين وفوق 
الخط 3 -نا+2 . نظرًا لأن 1- > (2)5 -0 صحيحة فمنطقة الحل على 
يسار وأعلى الخط 1--29 -« . 

منطقة حل 2+1<3 و 289>1-< هى المنطقة المظللة للشكل 4-7 
والذى بحتوى على جزء من الخط المتصل المحدد للمنطقة المظللة . 


1 ٠ 
07 1 ئ‎ 
رر‎ 


ل 
- 
هم 

لعا 


-5 
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٠‏ المحددات ومنظومات المعادلات الخطية 
15 112621أرلا 01 كننااء]5755 2201 106123211321215 


المحددات من الرتبة الثانية 01707 020ع56 01 2205 ستصمءئغء12 


الرمز : 
6 ,2 
د اية 
يشتمل على أربعة أعداد ب » ,6 ء يه » يط مرتبين فى صفين وعمودين 
وبطلق عليه محدد من الرتبة الثانية . يطلق على الأربعة أرقام عناصر 
١ 1‏ 
د ية 


1--4+3- دم -ارة)-2-)(2) ار 98 


يقر - رطرج - 


هنا العنصرين 2 ء 3 فى الصف الأول والعنصرين 1- . 2- فى الصف 
الثانى . العنصرين 2 . 1- فى العمود الأول والعنصرين 3 . 2- فى 
العمود الثانى . يكون المحدد عددًا . المحدد من الرتبة الأولى هو 
قاعدة كرامر علن10 و* ع دنه 
يمكن حل منظومات المعادلتين الخطيتين فى مجهولين باستخدام مصفوفات 
الرتبة الثانية إذا أعطيت منظومة المعادلات . 

© > لإرط + ابه 


)4.1( ي© > لإيط + كاية 


- 100 - 


3.201 للق 5 ع1 . /الالالالانا 


فيكون من الممكن استخدام أى طريقة وصفت فى المعادلات الخطية 
الآنية لنحصل على 


(0+*يه )_- مبة) يقن 7 يكرة _ يعبط -رطره 5 
يب0->ر 


يةر8 - رط ,82 1 ١‏ يقرط --رط ,8 1 


يمكن كتابة هذه القيم ل + م ل بدلا لة مصفوفات الدرجة الثانية كما يلين , 


© ,3 بطاء 
بط رع 
2 عيو: ‏ اللتاوي 
5 3 5 32 
(4.2) وأ ية بط ية 


من السهل تذكر الصيغ المحتوية على مصفوفات واضعين فى الاعتبار 
مايل 

أ ) مقام (4.2) أعطى بالمحدد 

6 3 
يط ية 


والعناصر فيها هى معاملات * , لا مرتبة كما فى المعادلات المعطية 
(4.1) . هذا المحدد بشار إليه 2 ويطلق عليه محدد المعاملاات . 

(ب) البسط فى الحل لكلا المجهولين هو نفسه مصفوفة المعاملات 
« عدا أن عمود معاملات المجهولة الواجب إيجاده قد استبدل 
بعامود الثوابت على الطرف الأيمن من (4.1) . عند استبدال 
عمود المعاملات للمتغير * بعامود الثوابت نطلق على المحدد 
الجديد ,2 . عند استبدال عامود معاملات /ز فى المحدد 2 
بعامود الثوابت نطلق على المحدد الجديد ,2 . 
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مثال 4-20 : حل المنظومة 
ل ع6 50117 :4-20 عاسدسدءدآ] 
38-8 +2 
3--<27- 


مقام كلا من * 2 لاهو 7--(3)1-(2-)2- | . -0 


)ةرو )و22 5 د 
3-2 


5 
١ 


المحددات من الرتبة الثالثة ج020 0تدنط]' 04 عاسقصنتصسمء)ء12 


الرمز : 


والمحتوى على نسعة عناصر مرتبة فى ثلاث صفوف وثلاثة أعمدة يطلة 
عليه محدد هن الرتبة الثالئة . بالتعريف تعطى قيمة المحدد بالآاتى : 
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وعيةرط - وطوءرة - يقيطرء - وطية ب + بقوءرط + وعوطرة 


قاعدة كرامر للمعادلات الخطية فى 3 مجاهيل هى طريقة لحل المعادلات 
التالية فى < 2 لا2 2 . 

بل د جع + لابط + جره 

يل > #رء + لاوط + *اية 
(04.3) ول > جرع + لاوط + كاوه 


وهى امتداد لقاعدة كرامر للمعادللات الخطية فى مجهولين . يمكن حل 
المعادلات فى (4.3) لنحصل على 

وطايث يك > وعيقرط - بورط يه - يكي6 ,5 + رط يك + رعوط ب0 5 

رايع بة > رعيق,8 > يقيرط ره - وطيق © + يقي رط + و66 ب 

ولي رة - وعية يك - رةي6,0 - بيت ,0 + رلية ,© + و6 ييه _ 

و٠©يع‏ ,8 > رعية رط > يقو6 رع - وطيقر + يقرع 8 + يعور 

ويك - بلية,8 - يقر يك - ي3يك ,ب + وطية بك + يرما بة 5 

وطأوعبة > رعية را - يقيرط ,© - رطيق رت + يقرع رط + يعرم ره 


يمكن كتابتها بدلالة المحددات كما يلى 


بل بط به © بك بة © ,5 بل ناك 
يك روط ية| درط يت يك ية| درط 0 دم يه درم © وط ي2| 7-2 
بك رط بة © يك بة وط بك © رط ية 


0 هو محدد معاملات * ٠‏ لاء 2 فى (4.3) ومُفترض أنه لا يساوى 
صفرًا . إذا كان 2 يساوى صفرًا فلا يمكن استخدام قاعدة كرامر 
لحل منظومة المعادلات . 


حل المنظومة هو (2,لا.<) حيث 
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5231113.771ع22آ 1 _مارا را/الالا 
منندى محلة الإبنسامة 


3.0010 لطح5ع] 5 . الالاثانانا 


فى هذا الفصل : 

كي المعادلات التربيعية. 

طرق حل العادلات التربيعية . 

ين مجموع وحاصل ضرب الجذور . 

س7 طبيعة الجدور . 

كي المعادلات الجذرية . 

كا منظومات العادلات المحتوية على تربيعات . 
٠‏ المعادلات التربيعية 5د2)15دان1 01201211 


نأخذ المعادلة التربيعية فى المتغير * الشكل 0 - ٠»‏ + «ط + 3ينه حيث 
هو طوء ثوابت و 2*0 . 


لذلك تكون 2-62+5-0» و 6-0-» + 28# و 3828-5-0 
معادلات تربيعية فى متغير واحد 


المعادلة التربيعية الغير كاملة هى تلك التى يكون 0 - (ط أو 0 - ٠‏ 
مثل 4-5-0 و 782-22-0 و 38-0 . 
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لحل معادلة تربيعية نوجد قيم * التى تحقق المعادلة . قيم *« هذه يطلق 
عليها أصفار أو جذور المعادلة . 


فمثلا 0 -6+*5 -2» 'نتحقق بواسطة 2-»*ى 3 2خ . لذلك تكون 
2-2 و 3-» أضفارا أو جذورا للمعادلة . 
٠‏ طرق حل اللمعادلات التربيعية . 
5 112011:2612ل) 501711218 01 101111005 
[1] الحل بالجذر التربيعيى (عند 520) . 
مثال 5-1 : حل كل من المعادلة التربيعية فى *« . 


(4-0)15-, (ب) 222-21-0 (ج ) 0-و9+, 
101 60113108 0012013616 طعدء عاأهذ :5-1 علمدصدء1 
2+9-0«ه) 21-0 -22 (0) 0 -2(«2-4) 


00 ) 2-4-0« لذلك 6-4 و 2+-»« وتكون الجذور 2-,2 <2 . 
(ب) 222-21-0 لذلك 21/2 -2» وتكون الجذور 


1 - 21 +-ي 
(42) 1+ 1 


(ج ) 2+9-0» لذلك 9--2» وتكون الجذور 31+- (9 )ع ع« . 


[ ب] الحل بالتحليل 
مثال 5-2 : حل كل معادلة تربيعية فى * . 
(أ)0-»عد تيرم (ب) 6-0+ع5 2 


.ا 101 01026108 ع2021نال تاعدء 50117 :5-2 علمتسمددا 
0 -6 +52 - 2« (ط) 722-52-0 (ه) 


(1أ) 7-5-0 يمكن كتابتها 0-(5-<7)* . نظرا لأن حاصل 
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المعادلات الخطية الناتجة 0-« أو 72-5-0 لذلك تكون 0-» 
و 7-* هى جذور المعادلة . 

(ب) 6-0+»5- 2« يمكن كتابتها 0 -(2 -3(02 -*) . نظرًا لأن حاصل 
الضرب يساوى صفرا نضع”*كل عامل مساويًا للصفر وتحل 
المعادلتين الخطيتين الناتجة 3-0-* و 2-0-« . لذلك يكون 
3 -* و2-« هما جذور المعادلة . 

[ج] الحل بتكملة المربع 

مثال 5-3 : حل 2-0 - 62 - *» . 

2-0 -62 - تعرء زو :5-3 عامسدعر]1 

اكتب المجهولين فى أحد الأطراف والحد الثابت فى الطرف الأأخر . 

لذلك . 

2-»6-ت» 
أضف 9 لكل من الجانبين حيث 9 هو مربع نصف معامل * فيصيح 
الطرف الأ يسر مربعا ناما فيكون 
9 -9+يم6م-تم أو 1 -:(3-») 
لذلك 11+ -3-» وتكون الجذور المطلوية هى 011+ 3 -: . 


تعطى حلول المعادلة التربيعية 0 -ء + »6 + 22 بالقانون 


2-4 )م + - 
(لجتلخعبلل يي 
23 


حيث يطلق على 45 - 62 الممير للمعادلة التربيعية . 


- 107 - 


3.201 للق 5 ع1 . /الالالالانا 


مثال 5-4 : حل 1-0 +ع 5 - 22 . هنا 3-ه, 5--5 2 1ده . 
1< » ,5- ع 3,5 و ونه1آ .0 - 1 + ع5 - 20 عراوك :5-4 عامصوع]1 


3 431 كا (4)3()1-(5-)ةء(كحا بي 
6 213 


مثال 5-5 : حل 0- 3 + »6 - 42 . هنا 2-4 , 6--ط , 3دع 
23د ,6- 2 ط,4 دو عمهع11 .0 - 3 + عنم - 2ر4 عراو5ى :5-5 عامدددءد]1 


623 _ 12-/مء6 _ (6[2-4)4()3-)ء:(6-)- 


8 امك مقي 31ال4ا 4 عا عاك دا-_, 


دأمنمة_(3)من»ة)2 _ 
4 8 


[ه ] الحل البيانى 

الجذور الحقيقية أو أصفار 0-ع٠+«ط‏ + تحه هى قيم « المناظرة إلى 0 - لا 
على رسم القطع المكافئ 6+٠‏ +تمه -2ا البيانى . لذلك تكون الحلول 
هى إحداثيات « للنقط التى يتقاطع فيها القطع المكافئ مع محور « . إذا 


٠‏ مجموع وحاصل ضرب الجدور 
15 ع1) 01 2100111 22201 للاتاك 
المجموع 5 وحاصل الضرب « لجذور المعادلة التربيعية 6-0+»«ط+ تنه 
تعطى 6/8- - 5 و هن << . 
لذلك فى 72-6-0+*<2 نجد 2-2 , 7ط , 6-<0 بحيث 7/2--5 , 
3- -6/2--5 . 
يلى ذلك أن المعادلة التربيعية التى جذراها ,+ ء ,: تعطى بالمعادلة 
0 -25 +5 - © حيث ,: + ,+ - 5 و ,ء : - 2 . لذلك المعادلة الى 
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جذراها 2-» , 5--« هى 0-(5-)2 +<(5 - 2) -2< أو 10-0 -:3 + 2ك . 


٠‏ طبيعة الجذور 120015 عط) 04 :2601ل 

تحدد طبيعة جذور المعادلة 0 -ع +2:«ط + 2ه بواسطة المميز 49 - 52 . 

عندما تحتوى الجذور على الوحدة التخيلية : فنقول إن الجذور تخيلية . 

بافتراض أن ه , ٠‏ ء ه أعداد حقيقية . فيكون : 

(1) إذا كان 456<0 - 2ط تكون الجذور حقيقية وغير متساوية . 

(2) إذا كان 662-46-0 تكون الجذور حقيقية ومتساوية . 

(3) إذا كان 0>ع6ج4 - 2ط تكون الجذور تخيلية . 
بافتراض أن ء 6 , » أعداد كسرية فيكون : 

(1) إذا كان مد4 - 62 مربعًا تامًّا لا يساوى صفرًا فتكون الجذور 
حقيقية كسرية وغير متساوية . 

(2) إذا كان 0-ع42 -52 نكون الجذور حقيقية وكسرية ومتساوية . 

(3) إذا كان 0<ع62-42ط ولكن ليس مربعا ناما فتكون الجذور حقيقية 
وغير كسرية وغير متساوية . 

(4) إذا كان 0 > مد4 - 2ط تكون الجذور نخيلية . 

لذلك تكون المعادلة 0-<6-<«222+7 بالمميز 97 -(6-)(4)2 -72 - عده - 62 

لها جذور حقيقية غير كسربة وغير متساوبة . 


٠‏ المعادلات الجذرية كعده2)1دن1 1دء1:201 
المعادلة الجذرية هى معادلة لها مجهول أو أكثر نحت علامة الجذر لذلك 


اتلحيييت را تشياةا 
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لحل المعادلات الجذرية اعزل أحد الحدود الجذرية لأحد أطراف 


المعادلة وأنقل كل الحدود الأخرى إلى الطرف الآخر إذا رفع طرقى 
المعادلة بعد ذلك إلى قوة تساوى درجة الجذر المعزول فيزال الجذر 8 


تكرر هذه الطريقة حتى لا تتواجد أى جذور . 
مثال 5-6 : حل 1- »له 3+جاه 2 0 
1 - ع«له- 3+ عله 507 :5-6 عاأمتصهودطآ 


بالنقل 1+ عله - 3+« 

بالتربيع 1+ ع2 + - 3جير أو 1 - عله 

وأخيذًا تربيع الطرفين بعطى 1[ -» 

اختبار : 71,2-1-1 1له-1+3له 

٠‏ منظومات المعادلات المحتوية على تربيعات 
1120115ل) 11150171228 1,01126101215 01 5751235 

الحلول البيانية 50110108 لدعنطامة:2) 

الحلول الآنية الحقيقية لمعادلتين تربيعيتين فى لا هى قيم * ,لا المناظرة 


لنقط تقاطع الرسمين البيانيين للمعادلتين إذا لم تتقاطع الرسوم البيانية 
تكون الحطلول الآنية تخيلية ؛ 

الحلول الجبرية 50130108 16ةطاءعع41م 

[ أ معادلة خطية ومعادلة تربيعية 

حل المعادلة الخطية لأحد المجاهيل وعوض فى المعادلة التربيعية . 


مثال 5-7 : حل المنظومة : (1) 0-7 +ع« (2) 25 -ثنر+ت»م 


5 - 2ن ب 2 (2) 0-7 +« (]1) 0 186 50176 :5-7 ع1 دتديد1 
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بحل )60 فى لا نجد «-7<لإ . عوض فى )2( واحصل على 5 - 2( - 2+7 
أى 12-0+»2-7» أى 0-(4-*)(3 - *) و 23,4 . عندما تكون 


3 -« فيكون 4 -«-2-7 وعندما 'تكون 4 - « فيكون 3 - « - 7 - ا 
ولذلك تكون الحلول الآنية هى (3,4) » (4,3) . 


بع معادلتان بالشكل : ء - 2رط + .دع 
استخدم طريقة الجمع والطرح . 
مثال 5-8 : حل المنظومة : (1) 222-72-7 (2) 14 -2بو2 + 32 

4 - 2ر2 + تكر3 (2) 2 7ح شير + 22 (1) «سرعادلزد عط عنأه5 :5-9 علمسويرجر 
لحذف لا اضرب (1) فى 2 واجمع إلى (2) لنجد 

2-4 أو 4+2-ي»ع , 722-28 
الآن ضع 2- أو 2--: فى (1) لنحصل على 9-421 . الأريعة حلول 
هى (2,1) ,2 (2,1-) ,2 (1-,2) , (1-,2-) . 
[ج] معادلتان بالشكل : 3 - 2ن + نور + تدع : 
مثال 5-9 : حل المنظومة 
0 - يرك - بورك + 2 (2) 6 - بإمر + 2ع (1) 


1 56 76أ50 :5-9 عامتسوودط 
0 - :2ر4 - بوور5 + 2 (2) 6 - بور + تير (1) 


الطريقة 1 : احذف الحد الثابت بين كلا المعادلتين . اضرب (1) فى 
5 و (2) فى 3 واطرح لتجد 
بوتدعر أو بر2 دعر , 0-(39-«)(ر2  )»-‏ , 0- تررم ررد تم 


ضع الآن /إ2 -»* فى )0 أو )2( لنحصل على 2-1 أو 1+ ددر . 
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عند 1- إا نكون 2 - 298 -< وعند 1--9 تكون 2 -:2 -<» لذلك يكون 
الحلان 1 2,2 -»2 أو 2 -* , 1- لا ثم ضع 31 -* فى (1) أو (2) 


فتكون الحلول الأربع 
ا 
- 2 1 


د حيدم 10 -ب2-) :(2,1) 


الطريقة 2 : ليكن <«« -/ز فى كلا المعادلتين 
من (1) 


من (2) 
10 


لخد ةر ,10-دتعخم4 - ترود +2 
م4 س5 +1 دنا 


لذلك 
10 5 6 
427 برك +1 1+2 
ومنها 1/2.1/3 -5 لذلك 2/*« - لز و 3/* - ب الحل يستمر كما فى 
الطريقة 1 . 
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المتواليات الحسابية . 
المتواليات الهندسية . 
المتسلسلات الهندسية اللانهائية . 


الاستنتاج الرياضى . 


« المتواليات 5011625 


متوالية الأعداد هى دالة معرفة على فئة الأعداد الموجية الصحيحة . 
يطلق على أعداد المتوالية الحدود . المتسلسلة هى مجموع حدود 
المتوالية . 
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٠‏ المتوالية الحسابية عع2عن1اوء5 عاأعتصط دم 


المتوالية الحسابية هى متوالية من أعداد كل غدد منها ‏ بعد الأول 
نحصل عليها بجمع عدد ثابتا إلى العدد السابق ويطلق على هذا 
العدد الثابت الفارق المشترك . 

لذلك ,5 ,11 ,7 ,3 هى متوالية حسابية لأن كل حد 
نحصل عليه بجمع 4 إلى العدد السابق . فى المتوالية الحسابية ,40 ,45 ,50 
يكون الفارق المشترك هو 5- - 45 - 40 -<50 - 45 . 


القوانين العامة للمتوالية الحسابية يشتمل : 
« الحد النونى أو الحد الأخير 8-1(0)+2 -/ . 


ه مجموع أول « من الحدود . 


[1(4-م) +2 ] 2 -(اجة) 5-2 


حيث 2- أول حد من المتوالية . 
ل - الفارق المشترك . 
م - عدد الحدود . 
7 - الحد النونى أو الحد الأخير . 
5- مجموع أول ه من الحدود 1 
مثال 6-1 : اعتبر المتوالية الحسابية ....,3,7,11 حيث 28-3 
4-7-3-11-7-4 . الحد السادس هو 23 <14 -6)+100-3 -0) +2 -]1 . 
مجموع أول ستة حدود هو 
3 >2 عتعطلا ... 11 ,3,7 ععمعناوعة علاعمتطلائتة عط ععل1دمه 0 :6-1 علمصعدعدم] 


4 - 6) + 3 - 100 - م) + 3 > 1 15 متزعا طاءراة عط1 .4 ع 7 - 11 ع 3 - 7 - ل لمه 
:15 1611115 5112 11151 156 01 اتاد 1156 .23 - 
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8-[6-1(4)غ( 3 2 -[و! 1-ه) +28] 5-2 
أو 
5 0 اك 
78 10231و (اخه) ده 
٠‏ المتوالية الهندسية ع©62دامء5 6 1اءع«ددرمء) 


المتوالية المهندسية هى متوالية أعداد كل عدد منها ‏ بعد الأول - نحصل 
عليه بضرب العدد السابق بعدد ثابت يطلق عليه النسبة المشتركة . 


لذلك .....,0 ,40 ,20 ,10 ,5 هى متوالية هندسية كل عدد نحصل عليه 
بضرب العدد السابق فى 2 . فى المتوالية الهندسية .... ,1/3,1/9-,3,1-,9 
تكون النسبة المشتركة 

0/921 تلتر ل_تح- 

9 -3 1 -1/3 3 


تشتمل القوانين العامة للمتواليات الهندسية على : 
« الحد النونى أو الحد الأخير '“مه- . 


٠‏ مجموع أول ه من الحدود 
11-2 (1-م)ج 


1[ ع لافطا متك 


1-1 1 -1 
حيث 28ح الحد الأول . 
ل - النسبة المشتركة . 
م- عدد الحدود . 
! - الحد النونى أو الحد الأخير . 
5 - مجموع أول « من الحدود : 
مثال 6-2 : اعتبر المتوالية الهندسية ....,20 ,5,10 حيث 325 و 
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5 - 8 عتعطن ... ,20 ,10 ,35 عمعمعناوع5 عاتأعطمعع غطا عل أعممت :6-2 عامسروعآ1 
200 


الحد السابع هو 320- 5)20 -(5)271 - ا#رج -/ . ومجموع أول سبع 
حدود هو . 
غ125 عط آه مند عط .320 ع (5)25 2 (5)071 ع ايع د / وز صعم) طأمع بعد عط 
5 لكع) م568 


٠‏ المتسلسلة الهندسية اللانهائية 
65 1:1 2©01116) 1111111116 


يعطى المجموع إلى مالانهاية (.5) لأى متوالية هندسية وفيه النسبة 


لقت هو حيث 1 >اع| 
مثال 6-3 : اعتبر المتسلسلة الهندسية اللا نهائية 


25 حأتاع010عع عالملدز عط معلزمده 0 :6-3 علمسسويرد] 


15 /ا)121121 10 ناد 1)5 .1/2- 2 2 لمهة 1 ع 2 عرعط8آا 


حيث 5-1 و 12-- مجموعها إلى مالانهاية هو 
0 1 1 1 


- 116 - 


3.201 للق 5 ع1 . /الالالالانا 


1122021 المتوالية التوافقية ع1620ا0ء5‎ ٠ 
. المتوالية التوافقية هى متوالية أعداد حيث مقلوبها بشكل متوالية حسابية‎ 


مثال 6-4 : احسب الحد الخامس عشر للمتوالية التوافقية . 
6 016 مقط عط 2ه بصعم "15 عط عا نمه :6-4 عامتصودر 


... ل طلم 
47107 


المتوالية الحسابية المناظرة هى ....,4,7,10 حدها الخامس عشر هو 
6 - 1(3 - 15) +4 -1(1 -ه) + -/ . لذلك يكون الحد الخامس عشر 
للمتوالية التوافنية هو 1/46 . 
٠‏ المتوسطات كدندء11 


الحدين . 


لذلك فى المتوالية الحسابية ... . ,11 ,9 ,7 ,5 ,3 تكون المتوسط 
الحسابى بين 7,3 هو 5 . الأربع متوسطات حسابية بين 13.3 هى 
11,95 . 


فى المتوالية الهندسية .... ,16- ,8 ,4- ,2 تكون المتوسطات الهندسية 
بين 16,2- هم 4-,8 . 
فى المتوالية التوافقية 
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.1 1 1 1ل 
' 6م2345 


المنوسط التوافقى بين 1/2 , 1/4 هو 1/3 المتوسطات التوافقية الثللاث 
بين 1/2 , 1/6 هى 3 ,1/4 ,1/5 . 


مثال 6-5 : ما هو المتوسط التوافقى بين 1/4,3/8 ؟ 


49 لتنه 3/8 مععتاع56 10621 132200112 عا 15 غمط 11 :6-5 ع[متسدودط 


المتوسط الحسابى بين 8/3, 1/4 هو 
كد44 
44 /4 23 

حيث أن المتوسط الحسابى بين 4 و 8 يكون دائمًا لِك . لزلك 


يكون المتوسط التوافقى بين 3/8 1/4 هو 24/35 . 


112612220121 150005 الاستنتاج الرياضى‎ ٠ 
قاعدة الاستنتاج الرياضى 120111155 لدء2)1دصمعط) 1/12 :0 عامتعسعط‎ 


تعرف بعض النصوص على فئة الأعداد الموجبة الصحيحة . لتقرير صحة 
هذه النصوص يمكننا إثباتها لكل عدد صحيح موجب محل الاهتمام . 
ولكن نظرًا لوجود عدد لانهائى من الأعداد الموجبة الصحيحة فلن 
يكون من المستطاع ‏ باستخدام طريقة حالة بحالة ‏ إثبات أن النص 
دائمًا صحيحا . يمكن استخدام طريقة الاستنتاج الرياضى لإنبيات صحة 
نصًا لكل الأعداد الصحيحة الموجبة . 

قاعدة الاستنتاج الرياضى 120111102 [12220122ع112)5 01 عامعساعط 
ليكن (5)0 نصًا يمكن أن يكون صحيحا أو غير صحيح لكل عدد 
صحيح موجب ه . يكون 500 صحيحًا لكل الأعداد الصحيحة الموجبة 
« إذا تحقق الشرطين التاليين : 
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(1) (28)1 صحيحا . 
(2) طالما كان )2 صحيحا عند 2-1 فهذا يتضمن (1 + 206 يكون 
الإثبات باستخدام الاستنتاج الرياضى 
11 121 2تضعط) 112 5ط أموعط 
لإثبات نظرية أو قانون باستخدام الاستنتاج الرياضى فهناك خطوتان 
واضحتات : 
(1) إنبت بالتعويض الفعلى أن النظرية المفترضة أو القانون صحيح 
لواحد من الأعداد الصحيحة الموجبة ه وليكن 1-ه أو 2-م . 
(2) افنرض صحة النظرية أو القانون عند 5-1 ثم أثيت صحته عند 
1[ +عا ع3 . 
بمجرد إتمام كلا الخطوتين فيمكنك الانتهاء إلى أن النظرية أو القانون 
صحيح لكل الأعداد الموجبة الصحيحة أكبر من أو تساوى 2 وهو 
العدد الموجب الصحيح من الخطوة الأولى 3 
مثال 6-6 : أثبت بالاستنتاج الرياضى أنه لكل الأعداد الموجبة 
الصحيحة م . 
.م كقعمقع1ط1 0517م [21 10 بأقط) لسمتاأعنالص1 لدع تأهمعطاهم نزحا عجوعط :6-6 عا دودر 


للتلااديى ,وويوية 


الخطوة الأولى : القانون صحيح عند 2-1 لأن . 
للعلللنى 
2 
الخطوة الثانية : افترض صحة القانون عند 0-1 ثم بجمع (6+1) إلى 
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كلا الطرفين . 


(1()1+2+عا) 
2 


-(1+ع1) + -(1+غ1) +عا + ... +1+2+3 


(1+عز)عا 
2 


وهى قيمة 1(/2 + 2)8 عند تعويض (1+1) بدلا من « 1 

لذلك إذا كان القانون صحيحا عند 5-1 فقد أثبتنا أنه صحيح عند 
1 + > ولكن القانون صحيح عند 1 -ه فيكون صحيحا عند 
21+1-2م. لذلك ولأنه صحيح عند 2 < ه فيكون صحيحًا عند 
3 -2+1- وهكذا . فيكون القانون صحيحا لكل الأعداد الموجبة 
الصحيحة « . 


271 .222531112 / ,بارا ارا لالا 
منندى محجلة الإبنسامة 
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فى هذا الفصل : 

كيه قاعدة العد الأساسية . 
التباديل . 
التوافيق . 
ترميز التوافيق . 
نظرية ذات الحدين . 
الاحتمالات البسيطة . 
الاحتمالات المركبة . 
احتمالات ذات الحدين . 
الاحتمالات الشرطية . 


كك5كك > 
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٠‏ قاعدة العد الأساسية 
211101 0131161118 ) 12[1 3:3 :"1 

إذا أمكن أداء شىء واحد بعدد : من الطرق المختلفة وعند أدائه 
بأحد هذه الطرق أمكن أداء شىء آخر بعدد م من الطرق المختلفة 
فيمكن أداء الشيئين على التوالى بعدد 508 من الطرق المختلفة . 

فمثلاً إذا كان هناك 3 مرشحين لوظيفة محافظ و 5 مرشحين لوظيفة 
عمدة فيمكن شغل كلا المنصبين بعدد 3٠5-15‏ طريقة . 

وعموما إذا أمكن أداء بعدد ,ءا من الطرق وأداء ية بعدد يا من 
الطرق وأداء 5 بعدد ,ءا من الطرق وأداء بة بعدد ,* من الطرق فتكون 
الحادثة ,2 .... بهبة به يمكن أدائها بعدد ,<ا .... بكار« ,ءا من الطرق . 
مثال 7-1 : يملك رجل 3 سترات و 15 قميصًا و 5 بنطلونات إذا كانت 
هيئة اللبس تتكون من سترة وقميص وينطلون فأوجد عدد هيئات اللبس 
المختلفة التى يمكن أن يصوغها الرجل . 
مة 1[ .كاء5[2 01 2155م 5 250 ,كأعلطد 10 ,5اععاء2( 3 كقط عدم ذث :7-1 عادرسددطآ 


الع 011125 لإقهدمد لتامط ركعاعة51 1ه لهم 3 3800 بأعتطة 2 ,اأععاءة[ 2 01 2515]15مه انام 
7 ع1 تقر عغطا صدء 1)5])نا0 


هيئة 150 ح 15 ٠ 10٠‏ 3- ب« * يذ » |* 
٠‏ التباديل 21035 تتصرءع2 
التباديل هو ترتيب لكل أو بعض الأعداد من الأشياء بطريقة معينة . 


فمثلا نباديل ثلاثة حروف 28,ط,ء مأخوذين كلهم كل مرة هو , عاج 
ةع , هطع , عقط , وعط , ماء3 . تياديل نفس الحروف 8,ط,ء مأخوذ اثنين 


كل مرة هو طة رعة قط رعط ريه رطع . 
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للرقم الطبيعى ه يكون مضروب « وبرمز له !ه هو حاصل أول « من 
الأرقام الطبيعة . أى 1 * 2 ٠*8‏ (2 -هم)(1 -م)هم دام وأيضًا !(1- مهم - لم . 


يعرف مضروب الصفر ليكون 1 أقى 0-1 . 


مثال 7-2 : أ حك قيمة كل مضروب 
0181)ع12 اعد 1172101216 :7-2 ع1امتصودط 


!4 (ء) !0(2) !1) !6(5) !3227) 


)2( 7! - 70605٠4٠3٠2٠1 - 0 
-إ6(5)‎ 5٠04٠3٠2٠1 0 
)( 1! - 
(ل)‎ 2 2081-2 
)(4!-4٠3٠2٠1- 4 


الرمز ,ظ, تمثل عدد التباديل (الطرق أو الترتيبات) لعدد ه من الأشياء 
مأخوذة + كل مرة . لذلك يمثل وطه عدد تباديل 8 أشياء مأخوذين 3 
كل مرة ويمثل و: عدد تباديل 5 أشياء مأخوذين 5 كل مرة . 


تباديل 23 من الأشياء المختلفة ماخوذة 7 كل مرة . 
11 2 )2 1 2اعغ2[1 "!1 3ع11:111' أتاع"01111آ 2 01 2101215 اتأتوحعط 


ع 1[ +م-م)١٠٠(1()2-2-م)متط‏ 


عند ١‏ ع ,2 إمرح 1[ *»» (2 -1()5 - صام ح رطم > على 
مثال 7-3 : أوجد قيمة كل من التباديل التالية : 


5م اق 101101108 عط عأدباله 2 :7-3 ع[مسوءعدما 
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ولو (©) وأو (0) وشو (©) رو (ط) رو (8) 


5 > ,2و (3) 
0 - 4ه 5 - رط, (م) 

0 --50403 - برطو 0) 

5٠١4٠3 ٠١2 - 0‏ درط (ق) 
504٠83٠2٠1 0‏ -رطر (») 


مثال 7-4 : أوجد عدد الطرق التى يتوزع بها 4 أشخاص فى أماكنهم 
داخل مركبة بها 6 كر اسى 1 
ع21] ههه كههد5رعم 4 تاعلطت مز 7/2/5 01 21012361 عط علتمععاء10 :7-4 عامصددطآ 


.65 6 8 الاقط طوء 3 قا 5قعع13ام عأعطا 


605٠١4٠3 - 0‏ 2 رط 


تباديل بعض الأشياء المتشابهة مأخوذة كلها فى نفس الوقت . 
112 22 الل دعءلد'1' رعاتالة دعتتتط!' عددده5 11 105)ه) سعط[ 


عدد التباديل 2 لعدد ه من الأشياء مأخوذين كلهم فى نفس الوقت ومنهم 
,5 متشابهين و يه آخرين متشابهين و ره آخرين متشابهين ... هو 
01 - 
إرهايه ابه 


حيث 2 تح 8#8© + ريل + ري8 + 27 . 


2 
مثال 7-5 : عدد الطرق التى توزع بها 3 أنصاف ربالات و7 ريالات 
على 10 أطفال بحيث بصل إلى كل طفل قطعة عملة واحدة . 


غط ققن 01013156655 7 320 012265 3 18/23/5 01 للع 02انام عط 1" :7-5 علمسسوءدخر 
15 ,الأم 016 ملاأعع76 0) اعد ,5لزوط 10 8ر0تتة لعأناط 15ل 


مور _ 10:9:8 :10 
1-13 3/7 
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التباديل الدائرية 201025 ناتدء2 تنداناء12 0 

عدد طرق ترتيب « من الأشياء المختلفة حول دائرة هو !(2-1) طريقة . 
مثال 7-6 : عشرة أشخاص يمكن جلوسهم حول منضدة دائرية باستخدام 
!9 -!(10-1) طريقة . 


!9 ع !(1 -10) م1 عاطةا 0طنام؟ 2غة 0م1مع5 هط 2023 كمهكلعم لرع'1' :7-6 عأصتدوعدي1 
7 


٠‏ التوافيق 21525 صتطصده0) 
التوفيق هو تجميع أو اختيار من كل أو جزء عدد من الأشياء يدون 
الإشارة إلى تنرتيب الأشياء المختارة . 
لذلك يكون نوافيق ثللانة حروف 5,28,ء مأخوذ اثنين كل مرة هو , 20 
طه ,ءا . لاحظ أن طه , 6 هو توفيق واحد ولكن 2 نبديل للحرفين 5,2 . 
الرمز ,© يمثل عدد نوافيق (الاختيارات أو المجموعات) ه من 
الأشياء مأخوذة + فى المرة . 
لذلك و©و يدل على عدد توافيق 9 أشياء مأخوذة 4 فى المرة . 


توافيق 72 من الأشياء المختلفة ماخوذة < كل مرة . 
1112 2 )2 ؟ مععلج'!' دكعستط!' أصععع11زنآ د كه عدده نام ستطدرهن) 


9 العدمأاام س0 
مثال 7-7 : عدد المصافحات باليد التى يمكن تبادلها بين مجموعة 
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من 12 طالبًا إذا كان كل طالب يصافح كل طالب آخر مرة واحدة . 

3 37018 ل0عع لمقطعلاء عط /(223 أقط قع20512[1ق8 1ه عط لئام عط :7-7 ع امسروعرم 

ععطاه طعدء طازبط ععمه دلمقط دعلقطد أضعلن)د طعدة ]1 دأصعلن)د 12 1ه نزغ)عدم 
.15 أضءع5]010 


القانون التالى مفيد جد عند تبسيط الحسابات . 
بوم > بكو 

هذا القانون يدل على أن عدد اختيارات : من « من الأشياء هو نفسه 

عدد اختيارات (2-7) من ه من الأشياء . 

مثال 7-8 : أوجد قيمة التوافيق التالية . 


1011013128 عطا 1721126 :7-8 عامتموودةآ 


ونكو (©) يلعو (0) ولعو (©) يلعو (5) رعو (3) 


3-10 6 رت رك) اتا 008 بح درم 95 
5401 5-0-2 
ل درن, هم وك دن 
1-5 و0 14 عد 


لاحظ أنه فى كل حالة كان لكل من البسط والمقام نفس عدد العوامل . 
توافيق أشياء مختلفة ماخوذة باأى طريقة فى كل مرة . 

11 212 :نالا تضق دععطد'1' ردعصتط]' خصععء1كانا 01 دهع ستطسصدم) 
إجمالى عدد التوافيق © لعدد « من الأشياءً المختلفة مأخوذة 1 2 2 ,2 


3 »ء.... »2 فى كل مرة هو 
[-"0-2 
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مثال 7-9 : سيدة فى جيبها عملة ربع جنيه وريال ونصف ريال وشلن . 
عدد الطرق الإجمالية التى يمكنها سحب النقود من جيبها هو 1-15-:2 1 


280 ,اععاعات ه ,عدطلل 2 ,0081161 3 أععاعمم ععط نز كقط مهقدرم ا م :7-9 علمسديدرر] 


67 12011 /(120216 01 51112 3 05313 نقء ع5 7/3(/5 01 615 لام 1091 ع1" ,لالتتوعم 2 
.2-1-5 ؤز)عماعمم 


٠‏ ترميز التواقيق دهغ510)2)1 [دتده أ هستطسمه0) 
عدد توافيق ه أشياء مختارة » كل مرة ,م يمكن كتابته بالصيغة . 


1 
وابة 3 : 4 اثر .2 ل ١‏ نوأ ف 2 


1 !82 6 
' إعام-م ' 


حيث 2 , + أعداد صحيحة و 2 > . 


مثال 7-10 : أوجد قيمة كل مقدار . 


65100 <ذأع2» 272111216 :7-10 1262232016 


98 (ه) 8 5 8 3 7 5 


6ه .+ !715:5:4 0 5 7 7 () 
4!3-02:1 4!39 !7-3(3) 


8! 8! _ 8-7! 


لسسينيه 2ت سل دهد تم 


1[ 2ددع د د هته 
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٠‏ نظرية ذات الحدين درءندمعغط] لدتستمسصاظ عط 
إذا كان « عددا صحيحًا موجيًا فمن الممكن فك *(+4) كما هو موضح . 


3 


بعرا- توو مع -”( برجع) 


يوة- "كج ) 2-ه)( 1-مام +22 -0ج ١‏ احم و 


3١ 
...با كن 1[+م- -3ع (2+: -م). 20 -ه)(2-1)م‎ 
إ(1-م)‎ 
. يطلق على هذه المعادلة نظرية ذات الحدين أو قانون ذو الحدين‎ 
توجد صيغ أخرى لنظرية ذات الحدين ويعضها يستخدم التوافيق‎ 
فيما يلى‎ 


0 !5 !د اث 1 53-4 


"عو4. هلله 


!2(!2 00 !3!2 !3-2102 21 !2 2 
6 لم__2:1:٠(2جه)(1‏ جهلم_ (2جهالا حمالم 
ا 


إ0-3(3) !0-3/3) !3 
لذلك 
ةدم 0 82-1 0 0 
+2ير2 7ج حاير 8 17 ام و -"[ ع جج) 
اترب... ا باحتيرا+ اتج 8 
إ(1-م)!( م كد 


كع ات م8 +"ج ع" بربعق) 
2 1 


-1 
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لاحظ أنه فى مفكوك "(« + 8) 
(1) أس ه ع ار - ه (أى درجة كل حد هو ه) . 
2( عدد الحدود 1[ +8 حيث 7 عدد صحيح موجب . 
(3) هناك حدين اثنين متوسطين عندما تكون « عدد صحيح موجب مفرد . 
(4) هناك حد واحد متوسط عندما 'تكون « عدد صحيح موجب زوجى . 
(5) معاملات الحدود التى تبعد عن النهايات بمسافات متساوية تكون 
متماثلة . ومن المثير ملاحظة أن هذه المعاملات يمكن ترتيبها 
كما يلى : 
1 7( + ة) 
1 1 ا(«ا+ةق) 
1 2 1 7 + 8) 
1 3 3 1 3( + ج) 
1 4 6 4 1 4 + 2) 
1 5 10 10 5 1 5( + ج) 
تعرف هذه المصفوفة من الأعداد بمثلث باسكال . العدد الأول والأخير 


من كل صف يكون 1 فى حين أن كل عدد آخر فى المصفوفة يمكن 
الحصول عليه بجمع العددين يمينه ويساره فى الصف السابق . 
مثال 7-11 : فك *(« + 8) . 
“0 + 2) لمديء:8 :7-11 عامسودظ 
3-2 


تبر + ترع3 +332 بنع نر كك برع شك + و3 +نع ح'[ عر جعج) 
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صيغة الحد الرائى للمقدار "(«+2) يمكن التعبير عنه بدلالة التوافيق . 


موري لتععجها١٠٠(2جه)(!‏ جقاع_ 
وادني 7 - الحد الرائى 
برقي 0-1 جحم)(2+ع-م)١٠(2-ه)(1جهام_‏ 
إ(1-م)1١2١٠٠(عدم)(1+مم)‏ 1 


ا دحي ا+عد-م مم :سبيت 5 
“رع - الحد الرائى 
اكع ٌ > الحد الرائى 

مثال 7-12 : احسب الحد السادس فى ”17+ *) باستخدام القانون . 


سرمي سهان لهال لسقله_ رربو حت الحد الرائى فى "«+م) 


ناصطم؟ عط ومتكن *أ(يز + عر) كه سما طاعدزى عط عا مده :7-12 عامصوور1 


الى ([2+عجم)١٠٠١(2جه)(1جهاه‏ 


اتج 0 ح"( عرجج) 4ه صوغ طاء 
إ[1- 


فى حالة 5 -2 2 1+6 , 2-11 +م-م ,2 1-5-: , 1-10 +م دعو 


11 .ص« 12 
دى .10 5-3 10 عد / 
بوك ا ا الحد السادس 


٠‏ الاحثمالات البسيطة :)ناز 2ط0ط عامسسزك 


لنفترض أنه يمكن حدوث حادثئة فى عدد ٠‏ من الطرق ولا تحدث فى 
عدد 1 من الطرق وكل هذه الطرق 4 + ط متساوبة في احتمال الحدوث . 
لذلك يكون احتمال حدوث الحادثة (يطلق عليه نجاح) هو 

ط_ ط ١‏ 
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واحتمال عدم حدوث هذه الحادثة (يطلق عليه فشل) هو 


حيبث 1 +ط-م فيلى ذلك 
1[-©9+م,1-02-<م.وم-4-1 

الفرص فى جانب حدوث حادثة هو 2:4 أو #لط . الفرض فى جانب 
عدم حدوث حادثة هو :5 أو 808 . إذا كانت م هو احتمال حدوث 
حادثة فتكون الفرص فى حدوثها هو (م-1):مدو:م أو م-1/م وفرص 
عدم حدوث الحادثة هو م:(م1-7)-م:ه أو م/(م - 1) . 
٠‏ الاحثمالات المركيبة «)نانطدط0ط )تنام متده© 
يقال أن حادثين أو أكثر مستقلين إذا كان حدوث أو عدم حدوث أى 
واحدة منهم لا تؤثر فى احتمال حدوث أى من الحادثات الأخرى . 

لذلك إذا رميت قطعة عملة أربع مرات وظهرت صورة كل مرة فاحتمال 
ظهور صورة أو كتابة فى الرمية الخامسة لا نتأثر بالرميات السابقة . 

احتمالات حدوث اثنين أو أكثر من الحادثات المستقلة يساوى حاصل 
لذلك يكون احتمال الحصول على صورة فى الرمية الخامسة والرمية 
السادسة هى 1/4 -(1/2)1/2 . 

يقال إن حادثين أو أكثر غير مستقلين إذا كان حدوت أو عدم 
حدوث أحدهما يؤثر على احتمالات حدوث الحادثات الأخرى . 

اعتبر أن حادثتين أو أكثر غير مستقلين . إذا كان مهو احتمال 
الحادثة الأولى و ,م احتمالات أنه بعد حدوث الحادثة الأولى 
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ستحدث الحادثة الثانية و رم هو احتمال أنه بعد حدوث الحادثة 
الأولى والحادثة الثانية ستحدث الحادتة الثالثة وهكذا فيكون احتمال 
حدوث كل الحادثات بنفس الترتيب هو ***رم*رم٠‏ رم . 

يقال أن حادثتين أو أكثر متنافيتين إذا كان حدوث أى واحدة 
منهم تستبعد حدوث الآخرين . احتمالات حدوث واحدة من اثنين أو 
أكثر من الحادثات المتنافية هو مجموع احتمالات الحادثات منفردة . 


مثال 7-13 : إذا رميت قطعة زهر , ما هى احتمالات الحصول على 5 


أو 6 ؟9 
0 25 ع78لتااعع 01 لإاتاأطوطاه2م عط 15 )7/2 ,متتامعطا كز عع01 162 :7-13 عامسدسوودكا1 
,26 
الحصول على 5 أو الحصول إلى 6 يكونان حادثتين متنافيتين . لذلك : 
1_2_[1 1 
خخ - 2 ++ < دز( 26 +2)57-(6 :0 225 
لسك 4 لطر 5(:9) 50.8697 


يقال لحادثتين أنهما متداخلتان إذا كانت الحادثتان تشتركان فى 
أحد النتائج الخارجة . لذلك يمكن أن يحدثا فى نفس الوقت . 
احتمالات حدوث واحد من اثنين من الحادثات المتداخلة هو مجموع 
احتمالات الحادثتين منفردتين مطروحا منها احتمال حدوثهما معا . 
مثال 7-14 : إذا رميت قطعة زهر , ما هو احتمال الحصول على عدد 
أقل من 4 أو عدا زفجا : 


16 قملتااعع 01 '11113 2062م عطا 15 غقطب/ة ,ماتامعطا 15 ععلل 112 :7-14 ع1مصتسمدس 
567 69611 320 05 4 تنق٠ط)‏ ذوء1 


على قطعة الزهر 2 , 4 , 6 . نظرًا لأن هاتين الحادثتين لهما خرج 
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مشترك 2 فيكونان حادثتين متداخلتين 
(أقل من 4 أو زوجى) م > [ (أقل من 5)4 + 

(زوجى) < - (أقل من 4 و زوجى)< ) 
3 


دلي نودت 
2552-6 


٠‏ احتمالات ذات الحدين باناتطوطوعط لدتستمسزظ 
إذا كان م هو احتمال حدوث حادثة فى أى محاولة منفردة و 
م-1 -0 هو احتمال أنها ستفشل فى أى محاولة منفردة فتكون احتمالات 
حدوثها + من المرات فى ه من المحاولات هو "”5و'م0, . احتمالات 
حدوث حادثة على الأقل : من المرات فى « من المحاولات هى 

ان ك2 دوهوه + 2 "م0 + "م0 + 7 


هذا المقدار هو مجموع أول 1++-2 حد من مفكوك ذى الحدين ل 
"و + م) . 


٠‏ الاحتمالات الشرطية )نازط2ط0: [0110528<ه© 


احتمال أن حادثة ثانية ستحدث مع العلم أن تكون الحادثة الأولى قد 

حدئت يطلق عليها الاحتمالات الشرطية . لإيجاد احتمال حدوث حادثئة 
ثانية نقسم احتمالات حدوث كلا الحادثتين على احتمال حدوث الحادثة 
الأولى . احتمال حدوث الحادثة 8 بشرط حدوث الحادثة ه يشار 
إليه (ه| 5)8 . 


مثال 7-5 : يحتوى صندوق على عدد من الكرات السوداء والكرات 
الحمراء . سحب شخص كرتين بدون إحلال . إذا كانت اختمالات 
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سحب كرة سوداء وكرة حمراء هى 6 . واحتمالات سحب كرة 
سوداء فى السحبة الأولى هى 3/4 » فما هى احتمالات سحب كرة 
حمراء فى السحبة الثانية إذا علمت أن السحبة الأولى كانت سوداء . 

5 0225092 لل .5طلطء لع 320 5متطء علعقاط كسمتماومء عرم] ثم :7-15 ع1متتتويد1آ 
متطء عاأعقاط 2 عمااأععاء5 1ه 'واتلأطهطهعم عط ]1 .)معموععه1امع: الامطاات وملطء وين 
عه مقطء علعقاط 2 035/188 01 “6361119مئم عط لصة 15/56 15 ملتطء لع 2 220 


لممعع؟ ع1 ده منئطء لع؟ 2 عمساتتدعل 1ه نإ [اأطقطهم عطا كل غهط؟ ,3/4 ذز بتخهيل )1125 
7ع 1/25 الكل صلطء اكع عط بتاممعا ناملز 11 ,0191097 


إذا كان 8 هو حادثة سحب كرة سوداء و 8< هو حادثة سحب كرة 
حمراء واتكون (5)218 هو احتمالات سحب كرة حمراء فى السحبة 
الثانية بشرط أن تكون السحية الأولى كرة سوداء . 
15 15/56 _ (8لمة 21 


-4 الل ص الملل حت للللمهههمهتتهادا مه 
ِ ا - (8 | )2 


دن 
- 
د 
أ 


لذلك يكون 5/14 هو احتمالات سحب كرة حمراء فى السحبة الثانية 
مع العلم أن الكرة السوداء قد سحبت فى السحبة الأولى . 
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82م 


2117نموع12 عأنا[موط هم 
المتيابنة المطلقة 
ات" 


الجمع 
5 1216طاعع ام 


المقادير الجبرية 
الكسور الجيرية كهملاء22 عنهوطعوام 
المتوسط الحسابى 12638 غأا11012هم 


560101 1111م 


المتوالية الحسابية 

5 550121176م 
خاصية الاتحاد 
خطوط مقاربة 01115 
ذات الحدين 812012121 
أقواس حاصرة 2 
أقواس مربعة وع 821 
دائرة عاع 01 
معاملالات كال أء1]لء 00 
نوافيق نط0 
الفارق المشترك ععرعنع! 11ل لمصسسسه©0 
النسبة المشتركة 00111201120 

50135 ع8 28نأ1م12ه0) 


الكسور المركبة 5همناءة2] اعامممه©) 
الأعداد المركبة 75ءطتناه <اءاممده© 


الجذور المركبة 05 يزع أمدره © 
2117م 001200110 
الاحتمالات المركبة 


010 002011021 
المعادلة المشروطة 
2111 ناوعه1 أهده نا ئلمه © 
المتباينة المشروطة 
/1 1 1طهطامهم 0050110121 
ثابت 


اتصال 


2015311 
00 
0001012266 01 


نظام الإحداثيات 


الإحداثنيات 000001115 
قاعدة العد 1211م 28 ناه 
قاعدة كرامر عان؟] د اتعصصة 0 


121لطمصاطا جد [ه عطنن) 


مكعب ذات الحدين 


معادلة نكعيبية 1 ع أطنان) 
ر قم عشرى 21ضماع106 
فك 212110 
درجة عع 116 
١‏ لمقام 11610 


15 ]1060610621 
متغير تابع 722301 امعلمدعمء0آ 
5 01 م1111 ' 106562565 

قاعدة ديكارت للإشارات 


محددات 1000011110 
فروق معارو تت 1أازه 
المميز 101511 
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المقسو 9 1110 
القسمة 110 
المقسو 09 عليه 1111501 
نطاق 101110 
جدر مزدوج 015 ع أاناه0آ] 
معادلات 20 


ر مناظرة 1520085 6م7216 1ناو8 


صيغة اسية دسنه؟ لمتاسعصممر8 
اسمن 1015 
النهايات 5< 

10 


مرععمعط) «ماء3آ1 
اا ةا 
101112 
المتناسب الرا ابع لقصه همهم طتكناهن] 


كسور 
دالة 


ةا 
رتل5 
عامأعصاءط عمتأصنامء لقامء2:2 10 
قاعدة العد الأساسية 
2م 1ه داع 1م1160" [2أداة52ة لصتا 


النظرية الأساسية للجبر 


كلوععمعط) لمادع تم دل0صن1آ 
النظريات الأساسية 
5 11201212161121 
العمليات الأساسية 
5 ع أناع 1م00 
المتوسطات الهندسية 


060121616 


المتوالية الهندسية 


5 1516ا0112 06 
المتسلسلة الهندسية 
الرسوم البيانية 

00 أقاقعكع زررع2 أدعنطمة :0 


التمثيل البيانى 


10 20132101 أ5ق6) ه012 
العامل المشترك الأعظم 
التجميع 
162 1132110111آ1 


المتوالية التوافقية 

رت ال 5 
الخطوط المقارية الأأفقية 
الوحدة التخيلية نا لإتقواع 121:2 
كسر غير حقيقى 5هم0ناء22] #عممعممم]آ1 


قطمة01 


01000 


١)» اخاناركا‎ 


حادتة مستقلة كاموعك؟ء امعلمعءمعءلس1آ 
متغير مستقل 72512016 )6ع670مء120 
دليل 120 
استنتا ج 111010 
مسباينات ماع11 


5 112ا5680121 1111121116 
متسلسلة هندسية لانهائية 
مالا نهائية 
أعداد صحبحة 


1211211 
10680895ظظ1 
لاء1201) 001 أهتوء 12 
نظرية الجذور الصحيحة 
منمة مه 1امعء12162 
صيغة الجزء المحصور 
محل الاهتمام 


1116 
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لمع11601' عنالة/ا 6غ013ه12]62221 
نظرية القيمة المتوسطة 
خاصية الإنعكاس 6(9ئزعم20م ع1217625 
انام 122210221 
الأعداد غير الكسرية 
15 1112101121 
الجذور غير الكسرية 
خاصية الانعكاس [611م20م ء625ارآ1 
1111 620111111011 أك3عآ 
المضاعف المشترك اللأأصغر 
الحدود المتمائلة وصعع) علانآ 
المعادلات الخطية 601121055 12631آ 


الخطوط ]1 
حروف 165[ 
اللوغاريتمات 100615 

ل 3121 طتاع ط 1/12 
الاستنتاج الرياضى 

21مه01)10م20م موء1/1 

التناسب المتوسط 
المتوسطات واكاك 
المطروح منه للك اانا 
أحادية الحد اف عات 
عامل أحادى رماعة؟ امتسمهه821 - 
كثيرة الحدود اانا 
الضرب ممللوء 11م 1ن8 . 


5 5176لا[ ع6 /إ1211ا نالا 
الحادتات المتنافية 
لط ع 221ل 
اللوغاريتمات الطبيعية 


5 213611121 
بلق افا 

اع ]55 11]11111662 
ءانه 

ولق انبتك 
005) 

) 115 
021 

ماع01 

| 
2 
23121 15 


عأع مهنا 5 'أوعقةط2 


2155 أععاعع2 


القوة النونية التامة 


| 


غ21 


5 201501121 
معادلات كثيرة الحدود 


201/1011 111 25 


دوال كثيرة الحدود 


كثيرة الحدود 
أعداد موجبة 
قوى 

رئيسى 
احتماللات 
حاصل ضرب 
حواصل ضرب 
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201 


20511176 25 


وا 1201 
1م2161 
17 أطوطمعم2 
غأ 2200 
ع2 


0 تعممعظ 


3.201 للق 5 ع1 . /الالالالانا 


5 01 65 1م270 


خواص الأعداد 

تناسب 21110010110[ 
متناسب 011021مممم 
التناسب 21022111 
الأ رباع 15 )2 


5 00100120121 
المعادلات التربيعية 
1م :001120 
قانون المعادلات التربيعية 


خارج القسمة م0101 
5 ا3ن12016 

المعادلات الجذرية 

الجذور 18201 

المجذور لصوء 2201 

نسية ف 


الكسور الكسرية 5همناء53 [2مه200خ1 
الدوال الكسرية صماعصنة لهمه2] 


الأعداد الكسرية 


1426105231 200] 0 


نظرية الجدذور الكسرية 
الأعداد الحقيقية 


19210231 1 


ورعطاطتتاك أدع]1 


معكوس أوعه ماع ]1 
ع5 005012266ء 25 أناع32اء16 
نظام الإحداثيات المتعامدة 
علاقة 1 | 
الباقى 10 
نظرية الباقى ‏ ماعرمعط) مء0متقسعظ] 
الجحذور 205 
قاعدة الإشارات كلع أة آه 111165 


تغيير القياس 1ت 


إشارة المشاينة /“الالمناوعم1 مد ؤه عكمء5 


متوالية 5600000 
متسلسلة 5 
فئات 55 
الازاحات دالتطك 
الإشارات 5265 

/31111ط206م 16م5112 
الاحتمالات البسيطة 


51120111]211601015 112621 5 


المعادلات الخطية الآنية 


الميل 
حلول 


جاه لفاك 
500005 


كاعنال0م [12ع506 


مربع 501121 
طر 3 دم ناعو عاط ناك 
مطروح ع2 طناك 
مجموع روذقكت 
تماثل /[1] 51111111 


القسمة التركيبية 015108أل عأاء]دلاك 
منظومة معادلات 5مهنادناوء 06 «رعاكلاك 


حدود 5 1 
ثلاثى الحدود الل 0 
متغير 711 
نغير 37710 


65 176211611 
خطوط تقارب رأسية 
أصفا 8 


2600 
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5231113.771ع22آ 1 _مارا را/الالا 
منندى محلة الإبنسامة 


3.0010 لطح5ع] 5 . الالاثانانا 


... ©1111 عطاخ عينمط عخأدمهك باهز دع ثلا 
إعل اع عطذاخ فع»١‏ |أ١ذخأد‏ ناهلاز آناط 


21:0 ,كاه 0ط»دء6 براطاعواءم// طاعناه “داع عمتطعدهام د5منامط لمعم؟ مغ لإوناط 200 وززاع]زا “نامز 164 
10 ععع اعم ذذ عدأاعب © بوركدظط 5امشاقطء5 ولطع عونم مغ عغاتاولم لإقيمو برمعبك لععم ناملا 
© لعع5 ناولا عغقطيت ناولزر دع/اأع علأناع لإلناعد عنانننه-طعاط رلعدمعءلضقء<رءمناد ولط 1 أإناملا 

عط 01 معدم 2 دأ مدنا 


7 1556| دمعمناد 
605 عونتأصعدهع! عم عوملءاععاء كاعدم عدتاعغب © بركدط وتطع ,لإلبعه عبااأغعع/ع واأءأبيو مره؟ عازنس8 
.2116011121 2153056 3530 عونا ,)ك1 و0اطعع لج عععالاأمء عداءءع)فهقط علدمم غعقط؟ 


عاعباععم 5 


لاط ككامصط “اناهلز اعتمم لضعم5 مغ لعع2 ناملا فطاع فطع لعطكداك 5عأمعمعدهء لإلنعداءزن © 
ولط آ .ام !ا 60 نامل كاععمدء “مووع01ام عذاع ولأ معودع عطء مغ د“طععواج ععءاامء عدأعسلهم 
2105 عض أالصضقط ص2 ,نالفألا النوعاع-عمام رلنوأعه دجمع"ام غوع6 10 غعع] عم وأ عوذاءغن © بإموع 

51126١‏ لللقءككء عغلا وام )عدا 


737 11لا6لنا0-!ل!ا 


0 ! ردعلأناع لع512-أأناة 5”منتهطء5 أه بكأمهطاعييح عط 4ه ١0076‏ ناملز عباأع وعنذاعغب© بإمهع 
.202105 عأصاع220 عغدوعطعاط عط عره؟ لاعرهيب عطاع داهج 


لعا/ل/ا20 لادانا1 5 عأاقلاظ-)ا 6 ق7)اع م8 
.عناء اباالاصة دطعع21 بإلناع5 ناملا وغع! عدتاعنب 0 برمدع وتطء رعاطوععمم 200 ععدمحوه© 
1 إعاراظ01 115 0215 11:5نام1 1 50 


“عع 8/211 ناولا 26ىلا ناولا ع/اأع دعن أاعغن © لإكدط 5 لاإناقطء5 .عد ذا مممعغلط علاادع وغع 1 
إعءمضاعاععم1؟ ععممم لصيد امهم م؟؟ دوعا ططاعأتب ردوعل2مع 


د“نطعع21 عوعاامء 5ه عدتاءغن0 بإمدط 5التاهطء5 ببردينا لإكقء عطع د0طعع21 2ه عءدعووهء عط غع 6 
عط 210 رذلاعمع8 0[ 20123017 ركه أعغدمعون !أ كه بممعام طعتين وتطعع|2 “22256 ناملا ومصاعط 
101 تو أغ2عنامع” وادلمسهطء5 نإط لعماعدظ8 .دوعن وتأصطععغع ومتطعدعءع دماعمءمدوطه-لتصج» رغوع برعم 
5 5 .6115 2510 60 انا 1365ل ناد علأناع لإلناعغد عطع ذأ لطع ,بتع مطعنح عتمصعلدء2 
!ا لمعت بإعقطع معطن ممعطع عنره؟ عمعطع عط مغ عمامع ؤز 5مابحطء5 غوطع ببرميا 


ع الك /إالنداع06-11ع5610 ٠‏ 5 لإلناع5 )أء 0101 ٠‏ 
معام غوعغ ,5 غععارء6 2٠‏ وعاطد ععمداع-8-2 ٠١‏ 


:0ق 011 اكاع/ علطدصم 


1 - سا1 م 


دعت منرم 11811 مجه 1107 111 عزن ابمتمتطاط 4 5.8 171775171161115 11741 آنان) “7ل عكنلا0 1 17117-16110111 


4 - 104 - 282 - 977 : ل58ا 
ام». 3 لط 5ع01. الالثانانا 


